1-nji BOLUM
STATIKA

Statika-Nazary mehanikanyn gaty jisime tdsir edydn  giiyclerin
denagramlagmagyny éwrenyin boliimi.

1-nji BAP
Statikanyii esasy diisiinjeleri we baslangyc taglymatlary.
Yygnanyan guycler sistemasy

§1. Statikanyn esasy diisiinjeleri we esasy meseleleri. Statikanyn aksiomalary.
Baglanysyk.
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1.1. Statikanyn esasy diisiinjeleri.

Tebigatda gabat gelydn gaty jisimler dasky tdsirlerin netijesinde belli bir
derejede 6z geometrik formasyny iiytgedyar (deformirlenyér). Bu deformasiyalaryn
Olgegleri jisimin materialyna, geometrik formasyna we dasky tisirlere baglydyrlar.

Inzener desgalarynyn we konstruksiyalarynyn materiallary, dGlgegleri
kesgitlenende dagky tisirlerin netijesinde alynyan deformasiyalaryn yeterlik derejede
kici bolmaklygyny iipjiin etmek wezipesinden ugur alynyar. Su sebépli denagramlygy
owrenilyédn gaty jisimin deformasiyalaryny ujypsyz (goéz o6niinde tutmasyz) hasaplap,
gaty jisim absolyut gaty hokmiinde kabul edilyar.

Kesgitleme. Nokatlarynyn arasyndaky uzaklyk tiytgemeyédn jisime absolyut gaty
jisim diyilyar.

Bellik. Statikanyn meseleleri islenende jisimler absolyut gaty (mundan beyldk “gaty
jisim”) diyip kabul edilyér.

Indi jisimini denagramlyk yagdayynyi kesgitlemesini girizelin.

Kesgitleme. Gaty jisimin otnositel (berkidilen jisime gord) dyn¢lyk yagdayyna ya-da
goniigyzykly, dendlcegli hereketine gaty jisimiil denagramlyk yagdayy diyilyar.

Jisimin denagramlygy ya-da hereketi bu jisimin beyleki jisimler bilen 6zara
mehaniki tasirine bagly.

On bellenip gegilisi yaly, 6zara mehaniki tisirifi 6lgegi giiye bolup duryar.
Kesgitleme. Jisimlerin 6zara tésirlerinii ugruny we ululygyny kesgitleyan fiziki
ululyga guyc diyilyar.

Guyc wektor ululyk bolup, 3 sany faktor bilen doly kesgitlenyar:
1. Goylan nokady (t&sir edyan nokady);

2. ugry;

3. ululygy.



Guyji belgilemek tigin yokarsynda wektor belgisi goylan bag harplar ulanylyar.
Meselem, F,G, T we s.m. Giiyjtun ululygyny (modulyny) anlatmak ii¢in bu harplar
wektorsyz yazylyar: F,G, T we s.m.

Guyc ugrukdyrylan kesim (wektor) bilen sekillendirilyar (1.1-nji surat).
Saylanyp alnan masstabda bu kesimini uzynlygy bilen giiyjiin moduly kesgitlenyar.
Kesgitleme. Giiyjun ugrukdyrylan goni ¢yzygyna giiyjiin tisir ¢yzygy diyilyar.

| — tésir cyzyk
1.1-nji surat

m
sek *

Tehniki birlikler sistemasynda giiyjiin 6l¢eg birligi hokmiinde kilogram (kG)
ulanylyar:

Giiyjiin olceg birligi-Nyuton (N); 1N =1kg

1kG ~ 9,8N
Statikanyn esasy diislinjelerinin yene-de birndgesininl kesgitlemesini girizelini.
Kesgitleme. Gaty jisime tésir edydn giiyglerin toplumyna guycler sistemasy diyilyér.

1.2-nji surat

F.F,....F,-gaty jisime goylan giiycler. Giiycler sistemasy {Ifl,lf2 Ifn} yaly
belgilenyar.

Kesgitleme. Eger giiycler sistemasynyn tésirinde gaty jisim denagramlyk
yagdayynda bolsa, bu giycler sistemasyna denagramlasan giiycler sistemasy
diyilyar.

Kesgitleme. Eger jisimin kinematiki yagdayyny (hereketinin hisiyetnamasyny)

—

Uytgetmezden tésir edyan {Ifl,lfz,...,Fn} giiycler sistemasyny basga bir
{Gl,éz,...,ék} glycler sistemasy bilen calsyryp bolyan bolsa, bu giycler

------

sistemalaryna dengiiy¢li guycler sistemalary diyilyar. Dengiiycliligin belgilenilisi:
F.F...E}-G.G,....G)



Kesgitleme. Eger giiycler sistemasy bir giiyje dengiiy¢li bolsa, onda bu glyje guycler
Kesgitleme. Eger giiycler sistemasyna giryan giiy¢lerin tdsir ¢yzyklary bir nokatda
kesisydn bolsa, onda bu gliy¢ler sistemasyna yygnanyan guycler sistemasy diyilyér.

1.2. Statikanyn esasy meseleleri.
Statikada seredilyan esasy meseleler:
I. Giiyc¢ler sistemasyny denigiiy¢li giiycler sistemasy bilen ¢alsyrmak.
Il. Gaty jisimin denagramlyk yagdayynda bolmagy ucin tasir edyan guycler
sistemasynyn kanagatlandyrmaly sertlerini kesgitlemek.

1.3. Statikanyn aksiomalary’. U¢ glyc hakynda teorema?.

Statikanyn esasynda asyrlar boyy tejribelerin esasynda tassyklanyp gelyéin
birndce taglymatlar, yagny aksiomalar yatyr. Bu aksiomalary we olardan gelip
cykyan kébir netijeleri getirelin.
1-nji aksioma. Iki sany glyjin denagramlagmagy iicin bu giiy¢lerin ululyklary
boyunga deit bolup, bir goni ¢yzyk boyunca gapma-garsylykly ugrukdyrylan
bolmaklary zerur we yeterlikdir.
2-nji aksioma. Giygler sistemasynyn gaty jisime edydn tésirini iytgetmezden bu
giiycler sistemasyna denagramlasan giiycler sistemasyny gosup ya-da sistemadaky
denagramlasan giiy¢ler sistemasyny ayryp bolyar.
2-nji aksiomadan gelip ¢ykyan netije:

Giiyjiin jisime bolan tésirini (ytgetmezden guUyji onun tasir cyzygy
boyunca gocurip bolyar.

Bu netijini asakda gorkezilisi yaly subut edip bolar:

Goy, jisimii A nokadyna F glyc tisir edyan bolsun. F giyjin tasir
cyzygynda erkin B nokady alalyfi. Bu nokatda ululyklary boyunca F-e defi, F
gliyjiin tisir ¢yzygynda gapma-garsylykly ugrukdyrylan If1 : If2 giiycleri goyalyii.

E(s A 4 £ )

1.3-nji surat

Birinji aksioma boyunca {Ifl,IEZ} denagramlasan giiycler sistemasy bolup duryar.
Diymek, bu giiycler sistemasynyin gosulmagy bilen jisimint kinematiki yagdayy
{iytgemeyar. Emma, birinji aksiomanyi esasynda {F, If2 }-deﬁagramlasan giiycler
sistemasy. Diymek, ikinji aksiomanyin esasynda If,lf2 guycleri ayranymyz bilen
jisimifi kinematiki yagdayy iiytgemez. Netijede ululygy boyunca F-e dent, F giyjiiii
tasir yzygy boyunca ugrukdyrylan B nokatda goylan F, giiyc galyar.

! Aksioma-grek sozi, ylmy nazaryyetiii esasyny tutyan, subutsyz kabul edilen taglymat.
% Teorema-grek sozi, goryarin, seljeryérin, matematiki amallar bilen subut edilip gelnen netije.
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3-nji aksioma. Bir nokatda goylan iki sany glyjin dentdsiredijisi bu giiy¢lerin
ustiinde gurlan parallelogramyn diagonaly boyunca ugrukdyrylan.

1.4-nji surat
Yagny bir nokatda goylan iki sany giiyjiii detisiredijisi bu giiyc¢leriii wektorlayyn
jemine defi; F =F +F, , {Ifl,lfz}~ F;

wektorlaryn arasyndaky burg.
Uclinji aksiomadan gelip gykyan netije:

Yygnanyan giiycler sistemasynyh deiitiisiredijisi bu sistema giryin
giiyclerin wektorlayyn jemine den.
Bu tassyklamany subut edelin.

Goy, {Ifl,lf2 ,...,Ifn }—)’/ygnanyan giiycler sistemasy bolsun. Uciinji aksiomanyii
esasynda F,F, glycleri F = Ifl+ If2 giiye bilen ¢alsyralyn. Sorra If,lf3 guycleri
F+ Ifg guyc bilen calsyralyn. Bu yzygiderligi dowam etsek netijede bir giiyje geleris.

Su yerde yokarda getirilen aksiomanyn esasynda subut edilydn i¢ giiy¢
hakyndaky teoremany seljerelin.

Uc guyc hakynda teorema. Eger defiagramlasyan ii¢ sany giiyjiifi ikisiniii tisir
cyzyklary bir nokatda kesisyan bolsa, onda {igiinji giiyjiin tasir ¢yzygy bu nokatdan
gecyar; seylelikde, giiy¢lerin tiglisi hem bir tekizlikde yatyar.

Subudy.Goy, degislilikde A ,A,,A, nokatlarda goylan F,,F,,F, giiyclerden ybarat
{Ifl,lf2 , IES} gliycler sistemasy defiagramlasan bolsun. F F, giyclerin tasir cyzyklary
kesisydn bolsun. Olaryn kesisyan nokadyny A bilen belgilalin.

B, F

F g '
E ANASTE
F, A

1.5-nji surat F,

Ifl,lf2 guycleri tasir ¢yzygy boyunca A nokada gocirelin. Uglinji aksiomany ulanyp
If1 , If2 giiyclerini dentisiredijisi bolan F giiyji kesgitlilif, yagny {Ifl : IEZ}~ F.

Indi, If3 we F giiyclerden ybarat bolan detiagramlasan sistemany aldyk. Onda, birinji
aksiomanyn esasynda IE3 we F glycler bir goni c¢yzyk boyunca garsylykly
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ugrukdyrylan, yagny If3 gliyjun tasir ¢yzygy A nokatdan gecyar, seyle-de, bu tasir
cyzyk F,,F, giiyclerin iistinde gurlan parallelogramyi tekizliginde yatyar. Teorema
subut edildi.

4-nji aksioma. Jisimlerin bir-birine edyan tasirleri (guycler) ululyklary boyunca
dendirler, bir goni ¢yzyk boyunca gapma-garsylykly ugrukdyrylandyrlar.

5-nji aksioma. Denagramlykdaky deformirlenyan jisim gatylyk yagdayyna gecende
hem denagramlyk yagdayyny saklayar.

1.4. Baglanysyk. Baglanysygyn reaksiyasy. Erkinlesdirmek taglymaty.

Statikanyn meselelerinde erkin dal, yagny hereketi basga jisimler tarapyndan
ciaklendirilen jisimlerin denagramlygyny oOwrenmeli bolyar. Erkin dal jisimin
hereketini ¢éklendiryan jisime baglanysyk diyilydr. Meselem, stolun iistiinde duran
jisim Ugin stol, podsipnige oturdylan wal ii¢cin podsipnik, diwara direlip duran
merdiwan {ligin diwar baglanysyk bolup duryar.

Erkin dil jisime degisli mesele yiize ¢ykanda baglanysygyn 6zi dil-de, onun
tasiri gz oniinde tutulyar. Su babatda asakdaky kesgitlemeleri we bir taglymaty
girizelin.
Kesgitleme. Baglanysygyn jisime edydn tésirine (giiyg) baglanysygyi reaksiyasy
diyilyar.
Kesgitleme. Giniglikde islendik ugra ornuny iiytgedip bilydn jisime erkin jisim
diyilyar.
Erkinlesdirmek taglymaty:

Baglanysyklaryn ornuna reaksiya giiyclerini girizip, erkin dal jisimi erkin jisim

hokminde kabul edip bolyar.

1.5. Baglanysygyn gorniisleri.
Yokarda bellenip gecilisi yaly, amaly meselede baglanysygy onufi reaksiyasy
bilen ¢algyrmaly.
Baglanysygyn goOrniisine gord onuil reaksiyasynyn ugruny nadip
kesgitlemelidigini asakda getirilen esasy baglanysyklar {igin 6wrenelin.
1. Jisim A nokatda yylmanak (strtiilme yok) tste dayanyar.

N

1.6-njy surat

Yylmanak (stiifi reaksiyasy bu iiste perpendikulyar; N -iistiifi reaksiyasy.
2. Jisim gozganmayan nokada dayanyar.
Nl A A N )

FrFrar. L |

1.7-nji surat
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Dayang nokadyh reaksiyasy jisimiii (stiine perpendikulyar; N, N, -reaksiya

guycleri.
3. Jisim yiipe (tanap, zynjyr we s.m.) berkidilen.

1.8-nji surat
Reaksiya glyji yup (tanap, zynjyr) boyunga ugrukdyrylan; fl,fz—reaksiya
guycleri.
4. Silindrik sarnir.

AB wtulka bolta (pahna) geydirilyar. Wtulkanyn igki radiusy boltun radiusy bilen
deni. AB wtulka bilen berkidilen jisim boltun okunyn dasyndan aylanyp bilyar.

A B

1.9-njy surat

Wtulkanyni icki Usti bilen boltun arasynda siirtiilme bolmadyk yagdayynda
silindrik sarnirinl reaksiyasy aylanma okuna perpendikulyar.
Bellik. Mysal islenende silindrik sarnirin R reaksiyasyny iki sany &zara
perpendikulyar dizdjilere dargatmak maslahat berilyér.

y A
A

v

>
>

0 )ZO

X v

1.10-njy surat

R~ (Xo’ yo)
5. Sferik sarnir.
Jisim hereket edende sferik sarnirin merkezi O nokat gozganmayar.
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1.11-nji surat

Sferik sarnirin reaksiyasy O nokatda goylup, sferanyi iistiine perpendikulyar.
Bellik. Mysal islenende sferik sarniritt R reaksiyasyny 6zara perpendikulyar ii¢ sany
duzija dargatmaklyk maslahat berilyar.

o
o
Xy

1.12-nji surat

R~ {%5. V0. 20}
6. Sarnirli birikdirilen agramsyz sterzen.

\

AN
o )

1.13-nji surat
Bu gorniisli baglanysygyn reaksiyasy sarnirlerin iistiinden gec¢ydn goni ¢yzyk
boyunca ugrukdyrylan; ﬁl, ﬁz -agramsyz sterzenlerin reaksiyalary.
7. Dabanoy (podpyatnik)-silindrik sarnir bilen dayang tekizliginin utgasmasy.
()

r
L I:E??

1.14-nji surat
12
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Bu gorniisli baglanysyk wala 6z okunyn dasyndan aylanyp, bu ok boyunga
ornuny Uytgetméage yol beryar.

Baglanysygyn reaksiyasy silindrik sarnirin @ we dayang tekizliginiii
reaksiyasyndan ybarat.
Bellik. Birikmelerde ulanylyan basga gorniisli baglanysyklary yoritelesdirilen
edebiyatlardan gorip bolar. Meselem, [11]

§2. Giiyjiin proyeksiyasy.

1. Giiyjiin proyeksiyasy.

2. Giiyjiin analitikii berlisi.

3. Giiycleri gosmagyn analitikii usuly.
4. Guyji duzajilere dargatmak.

2.1. Giiyjiin proyeksiyasy.

Statikanyn meselelerini ¢ozmekligin analitikii usulynda giiyjiin proyeksiyasy
ulanylyar.

Giiyjiin oka proyeksiyasy-algebraik ululyk bolup, bu giiyjin ululygynyn giiy¢
bilen okun polozitel ugrunyn arasyndaky burgun kosinusyna kdpeltmek hasylyna den.
Seylelikde, eger bu burg kiitek bolsa, proyeksiya otrisatel, eger bu burg yiti bolsa,
proyeksiya polozitel. Eger giiy¢ oka perpendikulyar bolsa, proyeksiya nola den.

Suratda gorkezilen giiy¢lerini X oka proyeksiyalary:

F,=F-cosa , Q,=-Q-cos¢p , P, =0
F Q,

I .
2.1-nji surat

Guyjin tekizlige proyeksiyasy oka proyeksiyadan tapawutlylykda wektor
ululyk bolup duryar. Giiyjin tekizlige proyeksiyasy bu giiyji sekillendirydn wektoryn
basky we sonky nokatlarynyn tekizlige proyeksiyalarynyn arasyndaky wektordyr.

2.2-nji suratda F giiyjiin xy tekizlige proyeksiyasy sekillendirilen, Ifxy =AB,

7 A
A F
<

\
EQ/O

b 4

|
TTTTTT W

<v

2.2-nji surat
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Moduly boyunca F, =F-cosf. Bu yerde, §-F giiyg bilen onuii F,
proyeksiyasynyn arasyndaky burg.

Kabir halatlarda giiyjiin oka proyeksiyasyny tapmak ticin ilki bilen giiyji bu
oky saklayan tekizlige proyektirlap, soni oka proyektirlemek amatly bolyar.
2.2-nji suratda gorkezilen F giiyc cin

F,=F, -cosp=F-cosf-cosp, F,=F, -sinp=F-cosd-sing
detilikleri alarys.
2.2. Giiyjiin analitikii berlisi.

Guyji analitikii usulda bermek tigin ginislikde Oxyz dekart koordinatalar
sistemasyny saylap almaly.

F giiyji sekillendiryén wektory gurmak ii¢in bu giiyjiifi modulyny, bu giiyjiii
Ox,0y,0z oklar bilen emele getiryan «, 3, ¥ burglaryny bilmeli. Giiyjin goylan (tasir
edyan) nokady ayratynlykda berilmeli.

Mehanikanyii meselelerinde giiyji onui F,,F, ,F, proyeksiyalary bilen bermek

amatly. Bu proyeksiyalar berlende F giiyjiit modulyny, giiyjiifi koordinata oklary
bilen emele getiryan bur¢laryny asakda getirilen formula bilen kesgitlép bolar:

F=F2+F2+F’

F, F, = (2.1)
cosa =—2,cosff=—-,co0Sy=—*%
p o COSF =g oS =

Eger seredilyan giycler sistemasyna giryan guycler bir tekizlikde, meselem,
Oxy tekizliginde yerlesyén bolsa onda (2.1) formula
F (2.2)

F=F +F/
y

F
cosa =—2,cosff=—
F P F

gbrnlise eye bolar.

2.3. Giiycleri gosmagyn analitikii usuly.
Birndce guycleri analitikii gosmaklyk geometriyanyn asakda getirilen
teoremasynyn esasynda amala asyrylyar.
Wektorlaryn jeminin kdbir oka proyeKsiyasy bu wektorlaryn su oka
proyeksiyalarynyn jemine den.

— — — — , — n —
Goy, R—F,F,,....,F, wektorlaryi jemi bolsun. Yagny R=> F . Onda
k=1
yokarda getirilen teoremanyn esasynda
n n n
Ry = Z Fex Ry = Z I:ky , R, = Z Fe. (2.3)
k=1 k=1 k=1

formulany alarys.
Onda (2.1) formula boyunga taparys:
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R=RZ+RZ+R? -

R R R
cosa =—=,cosf=—,cosy=—=1
R 0T R T

(2.3) we (2.4) formulalar giiy¢leri gosmaklygyn analitikii usulyny gérkezyar.
Tekizlikdaki glygler ti¢in degisli formulalar su gorniisde bolar:

n n
Rx:ZFkx ) I:ay:Z:Fky
k=1 k=1

R R
R=R; +R’ ,cosa:ﬁ,cosﬁ:%

Bir yonekey mysala seredelini.

Mysal. Bir tekizlikde (xy) yatyan F, Q, P giycleriii jemini tapmaly.
F=20N,Q=30N,P=40N,p=30°, v =60°

A y

(2.5)

TN

Q.

P

Y

2.3-nji surat
Coziilisi. Giiycleriii proyeksiyalaryny tapalyn.
F,=—F -cosp=—20N -c0s30° =—10+/3N

F, = F -c0s{90° — )= 20N - c0s60° =10N
Q, =Q-cosy =30N -cos60° =15N

Q, =-Q-cos(90° — )= —30N - c0s30° = 153N
P.=0 , P,=-P=-40N
R -giiyclerifi jemi, R = F + Q + P . (2.5) formuladan alarys:
R, =F, +Q, +P, =—10+/3N +15N +0~-23 (N)
R, =F, +Q, + P, =10N —153N — 40N ~ -55,95(N)

R=/R?+R?~60(N)

R R
cosa = EX =-0,038 , cosf = Fy =-0,932.

15



2.4. Glyji duzdjilere dargatmak.

Mehanikanyin meseleleri islenende, kébir halatlarda giiyji birndge diiziijilere

dargatmaklyk amatly bolyar. Gulyji birndce duzdjilere dargatmaklyk diylip,
dentésiredijisi berlen giiyje den bolan giiy¢ler sistemasyny tapmaklyga distnilyar.
Bu mesele kesgitlenmedik mesele bolup duryar we dine kédbir gosmaca sertler
berlende anyk ¢ozllydr. Iki sany hususy yagdaya seredip gegelin.
a) Berlen guyji iki ugur boyunca dargatmak. Bu meseldnin ¢6ziilisi taraplary berlen
ugurlara parallel, berlen giiy¢ bolsa diagonaly boyunca ugrukdyrylan parallelogramy
gurmaklyga syrykyar. 2.4-nji suratda F giyjiii AB we AD ugurlar boyunca
duzdjilere dargadylysy gorkezilen.

2.4-nji surat
F.,F, — F giiyjin gorkezilen ugurlar boyunca diizijileri.
b) Guyji gbrkezilen i¢ ugur boyunca dargatmak. Eger berlen ugurlar bir tekizlikde
yatmayan bolsa, onda, meselanin ¢oziilisi gapyrgalary berlen ugurlara parallel, berlen
guyc bolsa diagonaly boyunca ugrukdyrylan parallelepipedi kesgitlemeklige
syrykyar. 2.5-nji suratda F giiyjin AB, AD, AC ugurlar boyunca dizijilere
dargadylysy gorkezilen.

L 2.5-nji surat
F,F,,F — F giiyjiin gérkezilen ugurlar boyunca diizijjileri.

— —

§3. Yygnanyan giiycler sistemasynyii defiagramlasmak serti.

1. Deniagramlasmagyn geometrik serti.
2. Denagramlasmagyn analitikii serti.

Temanyn beyanyna baslamagymyzdan 6ii mehanikada wajyp diisiinjelerin biri
bolan bas wektor diisiinjesini girizelin.
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Kesgitleme. Giiycler sistemasyna (umuman, wektorlar toplumyna) giryén giiyclerin
(wektorlaryi) wektorlayyn jemine sistemanyn (toplumyn) bas wektory diyilyér.
{Ifl : Ifz,...lfn} giiycler sistemasynyii bas wektoryny R bilen belgilesek, onda:

_ n

R=>F, (3.1)

k=1
R wektory analitikii kesgitlemek Gicin 2-nji paragrafyii (2.3) formulasyndan
peydalanalyi:

n n n
Ry = Z Fix Ry = Z I:ky’ R, = Z Fe, (3.2)
k=1 k=1 k=1

3.1. Denagramlasmagyn geometrik serti.

On bellép gegisimiz yaly (§1), yygnanyan giiycler sistemasynyii defitisiredijisi
sistema giryan giyclerin wektorlayyn jemine, yagny bas wektoryna den.

Eger yygnanyan giiy¢ler sistemasy deflagramlasan bolsa, onda onun basg
wektory nola defi bolmaly, yagny R =0. Diymek, {Ifl,lfz,...lfn} yygnanyan giycler
sistemasyna giryan guycleri wektorlayyn gosanymyzda netijede yapyk kdpburgluk
alynmaly. Seylelik bilen, yygnanyan giiycler sistemasynyi defiagramlasmagy iicin
onuii bas wektorynyn nola dent bolmagy zerur we yeterlikdir.

Bir mysala seredelin.

Mysal. Agramy P =200N bolan jisim 3.1-nji suratda gorkezilisi yaly, wertikal
tekizlikde yiipler bilen asylan. Yiiplerini dartys giiy¢lerini kesgitlemeli.

P A A A A A A A A A A A A A A A A A A A

30° 609

3.1-nji surat
Coziilisi. Erkinlesdirmek taglymatyny ulanyp, jisimi baglanysyklardan bosadalyn we
jisime tasir edyén giiye¢leri sekillendirelin (3.2-nji surat (a)).

a) b) N 300
T2
B
= 600
1 Y
A
B
. _ 3.2-nji surat
T,,T,-ylplerin dartys giiy¢leri, P -jisimini agramy. Deflagramlasmak serti boyunca
T,+T,+P=0
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bolmaly. Giiycleri gosmak tiicin olary A nokatdan yzygider alyp goyalyn (3.2nji
surat(b)). Seylelikde, guycler Ugburclugyny alarys. Bu ucburgluk Ggin sinuslar
teoremasyny ulanalyni:

n P
sin30° sin90° ’
bu yerden: T, :_LO -sin30° = 200N 1 =100N
sin90 2
Seyle-de,
T, _ P
sin60°  sin90°
bu yerden: T :_Lo-sin 60° = 200N 3 ~173N
sin 90 2

Jogaby: T, =100N , T, =173N .

3.2. Denagramlasmagyn analitikii serti.
Bas wektorynn nola den bolmaklygy tcin Onki paragrafda getirilen
geometriyanyfi teoremasyndan R,,R, we R, ululyklaryii nola defi bolmalydygy

gelip cykyar. Diymek, {Ifl,lfz,...lfn} yygnanyan giiycler  sistemasynyn
denagramlagmagy ti¢in

n n n
Z Fkx =0, Z Fky =0, Z sz =0 (3-3)
k=1 k=1 k=1

denliklerin yerine yetmegi zerur we yeterlikdir. (3.3) deinilik yygnanyan giiycler
sistemasynyn denagramlasmagynyn analitikii sertidir.
Bellik. Eger seredilyén giycler sistemasy tekizlikde yatyan bolsa, onda (3.3) sert

n n
Z Fix =0 Z Fky =0 (3.4)
k=1 k=1

gbrnlise eye bolar.
Yokarda islenen mysaly denagramlasmagyn analitikii sertini ulanyp ¢ozelin.
T, I5}-tekiz gliycler sistemasy.
Ox, Oy koordinata oklaryny 3.3-nji suratda gorkezilisi yaly (degislilikde
gorizontal we wertikal) saylap alalyn.
A y

R

30 60°

A 4

vP
3.3-nji surat
(3.4) deniligi ulanyp yazarys:
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T, +T,, +P,=0 *)
T,y +T,, +P, =0
Degisli proyeksiyalary hasaplalyn:
Ty =-T,-c0s30° T, =T,-cos60°
T, =T,-c0s60° T, =T,-cos30°
P,=0 P, =-P
Proyeksiyalary (*) defilemede goyup, defilemeler sistemasyny alarys:
—T,-c0s30° + T, - c0s60° =0
T, -c0s60° + T, -c0s30° —P =0
ya-da
r. Y3 ¢ .1
2 2 (**)
1 3

T .Z4T,- 22 =200
Lo 29

Alnan (**) denlemeler sistemasy yenillik bilen ¢o6ziilydar, we netijede
T, =100N, T, =173N jogaby alarys.

Ginislikdaki yygnanyan giiycler sistemasynyn hem denagramlagsmagyna degisli
bir mysala seredip gecelin.
Mysal. Agramy 100N bolan jisim A nokatda sarnirli birikdirilen, wertikal bilen 45°
bur¢ emele getirydn AO sterzen we iki sany gorizontal yiipler bilen denagramlykda

saklanyar. BO=CO, CBO =BCO =45°. Sterzendiki giiyji we yiipleriii dartys
guyclerini kesgitlemeli.

3.4-nji surat

Coziilisi. Sistemany baglanysyklardan erkinlesdirip, jisime tasir edyén guycleri
sekillendirelin (3.5-nji surat).

= -jisimini agramy (wertikal asak ugrukdyrylan);

'I:I ,fz -yiiplerin dartys giiycleri (yiipler boyuncga ugrukdyrylan);
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R -sterzenifi reaksiya giiyji (sterzen boyunca ugrukdyrylan).

{Is,fl,fz,ﬁ}-O nokatda yygnanyan denagramlasan giliycler sistemasy bolup
duryar.

Koordinatalar oklaryny 3.5-nji suratda gorkezilisi yaly alyp, giiyclerin
koordinatalaryny (oklar boyunca diiziijilerini) kesgitlalin.

ZA Yy
R
______________________ 45°
@) X
B P
3.5-nji surat
A

T, =-T, - cos45° T, =-T, -c0s45°

T, =-T, -sin45° T,, =T, -sin45°

R, =R-cos45° P, =0

R, =0 P, =0

R, =R -sin45° P,=-P

Yygnanyan giiycler sistemasynyi denagramlasmak sertini ulanalyi:
2. Fix=0 _Tlﬁ_Tzﬁ“‘R\/E:O *)
2 2 2

ZFky:O Tlg ngzo (*)

> F,=0 R%—P:O (***)
(***) denlemeden R = % =141N, (**) denlemeden T, =T, bolyandygyny

kesgitlaris. Onda, (*) deiilemeden, alarys:
f 2P V2 _,
22
T,=T,= L 71N
1=

Seylelik bilen, T, =T, = 7IN, R=141N..
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2-nji BAP
Parallel glycler

84. Iki sany parallel guyjur gosulysy.

Bu paragrafda parallel iki giyjin gosulysy, yagny bu giyclerin
defitdsiredijisinin tapylys usuly bilen tanysarys.

1. IKi sany parallel ugurdas giiyjUn gosulysy.
2. IKi sany parallel garsylykly giiyjin gosulysy.

4.1. IKi sany parallel ugurdas giiyjin gosulysy.

Parallel hem ugurdas P,Q giiyclere seredelin. A,B-degislilikde P,Q giiyglerin
tasir (goylan) nokatlary.

A we B nokatlarda ululyklary boyunca deni, gapma-garsylykly ugrukdyrylan S;
we S, giiycleri goyalyii (4.1-nji surat).

1-nji aksiomanyn esasynda {§1, §2} denagramlasan giiy¢ler sistemasydyr. Onda
bu glycler sistemasyny {5,@} giiycler sistemasyna gosup bolyar, yagny
.0}~ P.0.5.S.)

4.1-nji surat

Giiycleri gosmak diizgunini ulanyp, P we S, giiyclerini, seyle-de Q we S,
giiyclerin dentésiredijilerini kesgitldlin. Sertli belgileme girizelin:
R, — P, S, giiy¢lerin dentésiredijisi;
ﬁz - Q,gz giiyclerin dentésiredijisi.
onda {F,G,5,.S, |~ Ru.R,

ﬁl, ﬁz giiycleri bu giiyelerin tdsir ¢yzyklarynyn kesismesi bolan O nokada
gociirelifi. Sotira R, gliyji P,S, giyclere parallel, R, giyji Q,S, giyclere parallel
duzdjilere dargadalyn.

O nokatda yygnanyan P'.S;,Q",S; guycleri aldyk. A,B we O nokatda gurlan
parallelogramlaryf jiibiit-jiibiitden defligi sebapli P’,S;,Q" we S} giiycler modullary
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boyunga degislilikde P,S;,Q we S, ululyklara den. Seylelik bilen, iki sany parallel
guyc O nokatda yygnanyan dort sany guyje getirildi.

Ululyklary def, garsylykly ugrukdyrylan S/, S; giycleri ikinji aksiomanyi
esasynda ayryp bileris. Netijede bir goni ¢yzyk boyunca ugrukdyrylan ugurdas P’ we
Q' giiycler galyar. Bu giiyclerini defitdsiredijisi R giiy¢ hem sol géni ¢yzyk boyunca
ugrukdyrylan, ululygy boyunca P’ we Q' giiycleriii jemine defi, R=P'+Q =P +Q

Indi defitdsiredijininl tdsir ¢yzygynyi nireden gecyandigini kesgitldlin. Munun
ticin bu tédsir ¢cyzygyn AB kesim bilen kesigsmesi bolan C nokady tapalyn.

OAC we OEK ii¢burcluklaryn metizesliginden g—(é = E—E deiiligi alarys. Bu

deinilikden §l, P giiyclerifi ululyklarynyi san taydan degislilikde EK,OK kesimlerifi

uzynlyklaryna denligi sebépli, g_((:: = % denlige geleris.

OCB we OLT iigburgluklaryn menzesliginden CB_LT ya-da CB_S,

OC OL OoC Q

denilige geleris. Alnan deilikleri gatnasdyryp we S, =S, deilligi goz oniinde tutup,
AC Q
taparys: —=—
bary CB P

1-nji netije. Parallel (ugurdas) iki sany P,Q giyjun deftisiredijisi bolan R giiyc
ululygy boyunca bu giiyclerifi jemine def, ugry boyunca P,Q giiyclere parallel we
olar bilen ugurdas; tdsir nokady AB kesimi icki usul bilen P,Q guyclere ters
proporsional gatnasykda bolyar.

R=P+Q (4.1)
AC_Q @2
CB P

4.2-nji surat

4.2. Iki sany parallel garsylykly giiyjun gosulysy.
Goy, A,B nokatlarda parallel we gapma-garsylykly ugrukdyrylan P,Q giiycler
goylan bolsun. Takyklylyk G¢in P > Q bolsun.

Yokarda getirilen amallara mefizes amallardan sof seyle netiji geleris:
2-nji netije. Ululyklary boyunca den bolmadyk ters ugurly iki sany glyc
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dowamynda yatyp, AB kesimi dasky usul bilen P,Q guyclere ters proporsional
gatnasykda bolyir.

vP
4.3-nji surat
R=P-Q (4.3)
A_C = 9 (4.4)
BC P

85. Jubut gaycler.

1. Jiibiit giiycler. Jiibiitin momenti.
2. Jiibiitlerin dengiiycliiligi we jiibiitleri gosmak hakynda teoremalar.
3. Jiibiitler sistemasynyn denagramlasmak serti.

5.1. JubUt guycler. JUbUtin momenti.
4-nji paragrafda getirilen ters ugurly P,Q giiyclerifi defitdsiredijisini tapmak
usuly bu guyclerin ululyklary deni bolanda ulanmak bolanok. Dogrudanam, bu

paragrafda getirilen g—g = % formulany 6zgerdip yazalyn.

4.3-nji suratdan gorniisi yaly, BC=AC + AB, 4.3-nji formuladan P=R+Q.

Onda AC _ Q ya-daAC+AB:R+Q,
AC+AB R+Q AC Q
bu yerden
AB R
—=—+1
C
ac =1B-Q (*)

Diymek, eger P giiyjiifi ululygy Q giiyjiifi ululygyna tiikeniksiz yakynlassa, onda

R =P —-Q dentésirediji nola ymtylyar we (*) deiilikden gorniisi yaly R giiyjtin tésir
(goylan) nokady A nokatdan tiikeniksiz daslasyar (AC — oo).
Bellik. Ululyklary den, garsylykly ugrukdyrylan giiy¢lerin wektorlayyn jemi nola
denn. Emma bu giiycler denagramlasanok. Sebédbi 1-nji aksioma boyunga iki giiyjiin
denagramlagsmagy Tl¢in olaryn den we bir goni ¢yzykda gapma-garsylykly
ugrukdyrylan bolmagy hokmanydyr.

Su yerde jiibiit gliyclerin kesgitlemesini getirelin.
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Kesgitleme. Ululyklary den, garsylykly ugrukdyrylan, bir goni ¢yzykda yatmayan iki
sany F,,F, gilycden ybarat sistema jubiit guycler diyilyar. Jubiit giycler (Ifl,lfz)
yaly belgilenyér.

Kesgitleme. Jiibiiti diizyan giiyglerin tisir ¢yzyklarynyn listiinden ge¢yén tekizlige
jubut giiyelerin tasir tekizligi diyilyér.

(lfl’ F, )' jubut guycler

Téasir tekizlik

5.1-nji surat

Bellik. Mundan beyldk “jiibiit gliyclere” dine “jibiit” diyiljekdir.
Bellik. Jibiit dentdsiredija getirilmeyar we su sebdpli bir giyc bilen
denagramlagdyrylmayar.

Tejribanin gorkezisi yaly, jisime tasir edydn jiblt ony aylaw hereketine
getiryér. Jiibiitiil jisimi aylamaga ukyby onuii momenti bilen kesgitlenyér.

Jiibiitin egni, sofira jiibiitih momenti diiglinjelerini girizelin.
Kesgitleme. Jlblte giryan gliyclerin tésir ¢yzyklarynyn arasyndaky uzaklyga jiibiitin
egni diyilyar.

F, d /7/|:*lr
ad - d - egin

5.2-nji surat

Kesgitleme. (Fl,F) jubiitin  momenti m(Fl,F ) wektor jibiitin tdsir tekizligine
perpendikulyar, uzynlygy F-d (F=F,=F,) ululyga defi. Bu wektoryii Giiinden
seredeninde jilibiit jisimi sagat dilinin hereketinin hereketinin tersine aylamaga

calysyan yagdayda goriinmeli.
Kesgitlemesinden goérniisi yaly, jiibiitin momentinin 6l¢eg birligi N - m bolar.

5.3-nji surat

Goy, A we B degislilikde If1 we If2 giiyclerinn goylan nokatlary bolsun.
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5.4-nji surat

(Fl, F ) momentint moduly (F d) AB kesimin we F1 ya-da F2 giiyji sekillendiryan

kesimin {istiinde gurlan lgbur¢lugyn meydanynyn iki essesine den. Wektorlaryn
wektorlayyn kopeltmek hasylynyn kesgitlemesinden alarys:

m(F,,F,)= ABxF, =BAxE, (5.1)

5.2. Jiibiitlerin dengiiycliiligi we jiibiitleri gosmak
hakynda teoremalar.
Jiibiitlere degisli asakda getirilen teoremalary subutsyz kabul edelin.
1-nji teorema. Jubut tasir tekizliginde gocirilende onun gaty jisime edyan tésiri
Uytgemeyar.
2-nji teorema. Jubut tésir tekizligine parallel tekizlige gocirilende onun jisime edyan
tésiri Uytgemeyar.
3-nji teorema. Jibiitin momentini Uytgetmdn, jiibiite girydn giyclerin ululygy,
jubiitin egni liytgedilende jiibiitin jisime edyin tisiri iytgemeyar.
4-nji teorema. Jibiitler sistemasy momenti sistema girydn jiibiitleriii momentleriniii
wektorlayyn jemine defi bolan bir jiibiite denigiiy¢ludir. Yagny

(R R)F R (R R

jubutler sistemasy (F ( F') dentdsiredija getirilyér. Seylelikde,

m(E F)=3m, . (5.2)

bu yerde, m, — (Ifk , Ifk')jiibﬁtiﬁ momenti.

5.3. Jubdtler sistemasynyn deniagramlasmak serti.

Yokarda bellenilip gecilisi yaly, jubitler sistemasy momenti sistema giryin
jubiitlerin momentlerinin jemine deil bolan bir jiibiite getirilydr. Diymek, jiibiitler
sistemasynyn denagramlasmagy {i¢in sistema girydn jiibiitleriin momentlerinint jemi
nola defi bolmaly. Yagny

n —
Z m, =0 (5.3
ya-da analitikii gérniisde yazsak
n n n
k=1 k=1 k=L
sert yerine yetmeli. Jiibiitlerin gosulysyna degisli bir mysala seredip gecelin.
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Mysal. {(Ifl, Ifz), (Gl,éz), (Isl, P, )} jibiitler  sistemasynyn
kesgitlemeli.
F,=F,=10N (d =0,5m), (Ifl, Ifz) - zy tekizlikde;
G, =G, =20N (d=02m), (G,,G,)- xz tekizlikde;
P,=P,=30N (d=01m), (P,P,)-xy tekizlikde.

AZ
R
mg)\ .
m2
4N y
=
X /F{
5.5-nji surat

Cozilisi.
m, =(F, -d,0,0)=(5,0,0)—(F,, F, ) jiibiitih momenti;
m, =(0,G,-d,0)=(0,4,0)-|G,,G
m, =(0,0,P, -d)=(0,0,3)—(B, B, ) jiibiitif momenti.
Onda jemleyji jliblitin momenti M=m; + M, + M, = (5,4,3)

M| =+/5? + 4% + 3% =/50 =5J2(N - m).

G, ) jubiitin momenti;

O =t

| U

Bu momentint moduly,
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3-nji BAP
Giiycler sistemasynyn merkeze getirilisi

86. Giiyjiinn momenti.

1. Giiyjiin nokada gori momenti.

2. Giiyjiin oka géra momenti.

3. Giiyjiin nokada gori we bu nokatdan gecyin oka gori momentlerinin
arasyndaky baglanysyk.

6.1. Giiyjiin nokada gora momenti.
Mehanikanyit wajyp diisunjelerinint biri bolan giiyjiin nokada gord momenti
diisiinjesini girizelin.
Jisimifi A nokadynda goylan F giiyje seredelifi. O-ginislikde alnan erkin nokat.

6.1-nji surat

Kesgitleme. O nokatdan F giiyjiiit tisir ¢yzygyna inderilen perpendikulyar kesimin
uzynlygyna F giiyjiiti O nokada gora egni diyilyar.
Moment diisunjesini girizelin:
Kesgitleme. F giiyjiii O nokada gora momenti rﬁo(lf) wektor O nokatda goylan,
moduly boyunca giiyjiini ululygynyn onun egnine kopeltmek hasylyna den (F : h), F
giiyjun tésir ¢yzygynyn we O nokadyn iistiinden gecyan tekizlige (6.1-nji suratda
OAB tekizlik) perpendikulyar. Seylelikde, My(F) wektoryh ditiinden seredenitide F
glyc jisimi O nokadyn dasynda sagat dilinini hereketinin tersine aylamaga calysyan
yagdayda gorinmeli.
Bu kesgitlema layyklykda:

‘mo(ﬁ)‘:F ‘N=2-S\0p8 (6.1)

m, (If) wektory kesgitleyédn anlatmany tapalyi.
Wektorlayyn kopeltmek hasylynyn kesgitlemesi boyunca ‘CT&X If‘ =2-S,0p8

Seyle hem, OAx F wektor OAB tekizlige perpendikulyar we bu wektoryn oniinden

seredenifide OA wektordan F wektora yakyn gecelge (bu wektorlar A nokatdan
alnyp goylanda) sagat diliniii hereketinin aylawynyn tersine bolup gecmeli.
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Diymek, OAx F we m, (If) wektorlar modullary we ugurlary boyunga den.
Onda my(F)=0AxE ya-da
My (F )= x F 6.2)
Yagny F giiyjiiti O nokada géra momenti, O nokatdan F giiyjiiti goylan
nokadyna gecirilen radius-wektoryi bu giiyje wektorlayyn kopeltmek hasylyna
den.
Koordinatalar baslangyjyny O nokatda alalyi. Goy, F :(FX, F,, FZ) gliyjiin
goylan nokadynyt (A) koordinatalary (x, y,z) bolsun. Onda:
i ] Kk
rﬁo(lf):rxlf: X Yy z (6.3)
F F, F
Bu yerden my(F ) wektory diiziijileri tigin
mOx:y'Fz_Z'Fy
my, =2-F, —x-F, (6.4)
My, :X'Fy _y'Fx
denilikleri alarys.
Bellik. Giiyjiin nokada gérd momenti giiyjiini jisimi bu nokadyn dasynda aylamaga
ukybyny hasiyetlendiryar.
Kesgitlemesinden gorniisi yaly, momentin 6l¢eg birligi N - m bolar.

6.2. Giiyjiin oka gori momenti.
Giliyjun jisimi okun dasyndan aylamaga bolan ukybyny hésiyetlendiryan
ululygy, yagny giyjin oka gora momenti diisunjesini girizelin.
F giyje we z oka seredelifi. z oka perpendikulyar xy tekizligini alalyfi. O-z ok bilen
xy tekizligin kesisme nokady.
ZA B =

6.2-nji surat
F glyji xy tekizlige proyektirlilin, Ifxy —F giiyjiifi proyeksiyasy.
Kesgitleme. F, giiyjin O nokada gord momentinifi algebraik bahasyna, yagny
m,(F)==+F, -h (6.5)
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ululyga F giiyjiit z oka gord momenti diyilyar. Seylelikde, kesgitlilik Ucin z okuii
oniinden seredeninde Ifw wektor O nokadyn dasynda sagat dilinin hereketinin
tersine aylanmaga ymtylsa moment poloZitel, ugruna aylanmaga ymtylsa moment

otrisatel hasaplanyar.
(6.5) formuladan gorniisi yaly,

m,(F)|=Fy -h=2-Ss0ns, (6.6)

Bellik. F giiyjiin tisir ¢yzygy z oka parallel bolsa ya-da z ok bilen kesisyéin bolsa,
onda F giiyjiifi z oka gord momenti nola defi.

6.3. Giiyjiin nokada gora we bu nokatdan gecyin oka gora momentlerinin
arasyndaky baglanysyk.

F giyje we z oka seredelii. O-z okufi istiinde erkin alnan nokat. xy-z oka
perpendikulyar tekizlik. O,-z okun xy tekizligi kesyan nokady.

Belli bolsy yaly, F giiyjiiti O nokada géra momenti rﬁo(lf) wektor O nokatda
goylan, OAB tekizlige perpendikulyar, moduly boyunca 2S,,,s dei. Seyle-de, bu

wektoryn oniinden seredeniide F giiyc O nokadyn dasyndan sagat dilinin
hereketinin tersine aylanmaga calysmaly.
B

ZA

Xy

6.3-nji surat
Sertli belgileri girizelin:
o —m, (If) wektor bilen z okun polozitel ugrunyn arasyndaky burg;
Mg, — M, (If) wektoryi z oka proyeksiyasy.
Onda OAB Ugburclugyn tekizligi bilen xy tekizligin arasyndaky burgun hem « -
a dendigini ulanyp taparys:
m, (F)

Mo, |= ‘mo(lf)‘ 1C0S & = 2S yopp - COSA = 2S5 p 5, =
Diymek, mg, we mz(lf) ululyklar modullary boyunca den. Emma bu ululyklaryn
alamatlary hem defi, yagny mo, >0 bolsa, m,(F)>0, my, <0 bolsa, m,(F)<0.
Seylelik bilen, my, =m, (F ) ya-da
i (F)]= . (F) 67

Alnan deriligi teorema hokmiinde tassyklalyn.
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Teorema. Giliyjiin nokada gord momentiniii bu nokatdan gecyian oka proyeksiyasy
gliyjiin su oka gord momentine den.

(6.4) formulany esasynda (x, y, z) koordinataly nokatda goylan F =(F,, = FZ)
giiyjiin koordinata oklaryna gérd momentleri Ggin
m,(F)=y-F,-z. F,
my(lf):z-FX —x-F, (6.8)
m, (F)=x- F,-y-F
detilikleri alarys.
Bir mysala seredip gecelin.

Mysal. 6.4-nji suratda gérkezilen plita tasir edydn F giiyjiiii koordinata oklaryna
g6ra momentlerini hasaplamaly. F // xz

AZ D
— 2y
F

0 b B,
| y
a o) F,
C
/ A
X .
6.4-nji surat

Coziilisi. F giiyjin x oka goéra momentini hasaplamak tcin F guyji zy tekizlige
proyektirlalin:

Fy=F-sina
F,, giyjiil egni b-e defi, X okunyn Ofiinden seredenifide F,, gly¢ O nokadyii
dasynda sagat dilinin hereketinin tersine aylanmaga ymtylyar. Diymek,
m (F)=F -sina-b.
m, (If) ululygy hasaplalyn.
F giyc xz tekizlige parallel ABD tekizlikde yatyar, diymek, F,, = F .
F,, giyjln egnini hasaplamak ii¢cin gosmaca ¢yzgy edelin.
AZ

6.5-nji surat
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(6.5)-nji suratdan gornisi yaly, F,, giyjif egni, OK =a-sin «. Seyle hem, y okunyn
oniinden seredilende IfXy glyc O nokadyn dasynda sagat dilinin hereketinini ugruna
aylanmaga ymtylyar, diymek, m, (If): —F.a-sinea.
m, (If) ululygy hasaplamak ticin F gilyji xy tekizlige proyektirlali:

F, =F-cosa

—

F,, guyjin O nokada gora egni b-e defi. Seyle-de, z okuil diiinden seredeniiide Ifxy
glyc O nokadyn dasynda sagat dilinin hereketininn tersine aylanmaga ymtylyar,
diymek, m,(F)=F -b-cosa.
Bellik. Bu mysaly (6.8) formula bilen hem islip bolyar. Yagny

(a, b,0)-giiyjiit goylan nokady;

F,=-F-cosa, F, =0, F, =F -sina—F giiyjin diiziijileri.
Bu ululyklary (6.8) formulada yerine goyup, yene-de

m,(F)=F -sina-b, m (F)=—F -a-sina, m,(F)=F -b-cosa
netijeleri alarys.
§7. Giiycler sistemasynyn merkeze getirilisi.

1. Guyji parallel goctirmek barada lemma?® (Puansonyii lemmasy).
2. Guycler sistemasynyn merkeze getirlisi. Bas wektor, bas moment.
3. Glycler sistemasynyi merkeze getirilsinin kéibir hususy yagdaylary.
4. Giiycler sistemasynyn defagramlasmak serti. Warinyonyn teoremasy.

7.1. Giiyji parallel gociirmek barada lemma (Puansonyin lemmasy).

Giygler sistemasyny berlen merkeze getirmekde esas bolup duryan Puansonyn
lemmasyny getirelin.

Puanso (Poinsot) Lui (1777-1859), fransuz matematigi. Mehaniki sistemalary
owrenmekligin geometrik usullaryny kesgitliin, jiibiitlerin esasynda geometrik
statikanyn diiybiini tutan, inersiya ellipsoidi diisiinjesini ilkinji bolup girizen
alym.

® Lemma-arap sozi, kigefirik teorema (jiimle) diymek.
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Puansonyin lemmasy. Jisime tésir edyan guyji jisime edyan tasirini Uytgetmezden,
momenti glyjln gogiirilydn nokadyna gord momentine den bolan jiibiiti gosup
jisimin basga bir nokadyna gogiirip bolyar.

Subudy. Goy, F giiy¢ jisimiii A nokadyna tésir edydn bolsun. Jisimifi B nokadynda
F giyje parallel, gapma-garsylykly ugrukdyrylan, ululyklary boyunca F giiyje deti
bolan F',F" giycleri goyalyii. Munuii bilen F giyjin tisiri @iytgemeyar (2-nji
aksioma).

F

-
-
-
-
-
-
-
-

7.1-nji surat

Yagny F ~ {If, F, If”}. Emma F we F” giycler jubiti emele getiryarler.
Diymek, F ~ {IE',(IE, IE”)}. Belli bolsy yaly (85), rﬁ(lf, If”): BAxFE. Basga tarapdan,
BAxF :mB(If). Seylelik bilen, F ~ {If',rﬁ}. Bu yerde m-momenti F giiyjiin B
nokada gord momentine deni bolan jiibiit. Lemma subut edildi.

7.2. Giiycler sistemasynyn merkeze getirilisi. Bas wektor, bas moment.

Goy, jisime {Ifl,lfz,...,lfn} gliycler sistemasy tasir edyan bolsun. Erkin O
nokady getirme merkez hokmiinde kabul edelin.

Puansonyii lemmasynyfi esasynda her bir F, giiyji momenti bu giiyjiii O
nokada gord momentine deni bolan jiibiiti gosup, O nokada gogurelin. Netijede O
nokatda yygnanyan {Ifl', F,,....F/ } glycler sistemasyny hem-de {m,,m,,...,m,}
jubutler sistemasyny alarys. Bu yerde m, -momenti m, (Ifk) den bolan jiibiit.

ZA

<vy

mn
\ 4

7.2-nji surat
Belli bolsy yaly (83), yygnanyan gjuygler sistemasynyn dentésiredijisi bu
sistema giryan giiycleriii wektorlayyn jemine defi, R = > F. ya-da
R-YF (7.1)
Seyle-de, jlbdtler sistemasynyn deiitésiredijisi momenti sistema giryén jiibiitlerin
momentlerinii jemine den bolan jiibiit bolup duryar (85). Yagny
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My =Y Mo (R ) (7.2)
momentli jubdit.

Giygler sistemasynyn bas wektory, bas momenti yaly diisunjeleri girizelin.
Kesgitleme. Giiycler sistemasyna girydn giiyclerifi jemine, yagny R wektora
sistemanyn bas wektory diyilyar.

Kesgitleme. Sistema girydn giiyclerin O nokada gérd momentlerinini jemine, yagny
Mo wektora sistemanyn O nokada gord bas momenti diyilyér.

Seylelik bilen, gaty jisime tésir edyin giiycler sistemasy berlen O merkeze
getirilende, O nokatda goylan gilycler sistemasynyii bas wektoryna defi bolan R
gliyje we sistemanyn O nokada gord bas momentine den, My momentli jlbut bilen

calsyrylyar, yagny {Ifl, IEZ,...,IEn }~ {ﬁ , rﬁo}

Az

=1
o)

<V

X 7.3-nji surat
Bellik. R wektor saylanylyan merkeze, yagny O nokada bagly dal.

O nokadyn orny Tlytginde, giiyclerin bu nokada gérd momentlerinin
uytgeyandigi sebapli, umumy yagdayda mM, wektor lytgeydr. Su sebdpli bas
momentin haysy nokada gora kesgitlenyandigini hokman aydynlasdyrmaly.

(7.1) denligi koordinata oklaryna proyektirldp, bas wektory analitikii

kesgitlemek gin
Rx:ZFkx ’ Ry:ZFky ! Rzzszz (73)
formulany alarys. Seyle-de, (7.2) formulany koordinata oklaryna proyektirlap, giiyjin
nokada goérd momentiniii bu nokatdan ge¢yidn oka proyeksiyasynyn giiyjiin bu oka
gbérd momentine dendigini géz 6niinde tutup, bas momenti kesgitlemek {i¢in
mOx = Z mx (Fk )
Moy, =3 m, () (7.4

mOz = zmz(lfk)

formulany alarys.

7.3. Giiygler sistemasynyn merkeze getirilisinin kiibir hususy yagdaylary.
Yokarda gorkezilisi yaly, umumy yagdayda giiy¢ler sistemasy giiygler
sistemasynyfi bas wektoryna defi bolan R giiyje we momenti giiycler sistemasynyii
saylanan (O) merkeze gb6rd M, bas momentine defi bolan jiibiite getirilyar.
Denagramlasmadyk giiy¢ler sistemasy yonekeylesdirlende yiize ¢cykyp biljek hususy
yagdaylara seredip gegelin.
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1. Eger R=0,m, # 0 bolsa, onda giiycler sistemasy Mo momentli jubtte getirilyar;
Mo moment (7.4) formula bilen kesgitlenyar.
2. Eger R = 6,mo =0 bolsa, onda giycler sistemasy tasir ¢yzygy O nokatdan
gecyan R dentisirediji getirilydr. R glyc (7.3) formula bilen kesgitlenyar.
3.Eger R=0, m, #0 we my LR bolsa, onda giiycler sistemasy tasir ¢cyzygy O
nokatdan gegmeyan R deftisirediji getirilyir. Hakykatdan hem, M, LR bolsa, m,
momentli jibit we R giyc bir tekizlikde yatyarlar.

M, momentli jibiiti dizyan R;,R, giiy¢lerii ululyklaryny R-e defi edip alalyii we
bu jubuti 7.4-nji suratda gorkezilisi yaly yerlesdirelin.

7.4-nji surat

Elbetde, R we R, giiy¢ler defagramlasar (R2 :—R Netijede gliycler sistemasy tasir
cyzygy O, nokatdan gecydn R, =R gilyje getirilyar; OO, (OOlLR) kesimifi

uzynlygy OO, = —2 deilikden alynyar.

4. Eger R=0, mO #0 we My //R bolsa, onda giiycler sistemasy R giiyje we tasir
tekizligi R-e perpendikulyar, m, momentli (I31,|32) jubite getirilyar. (7.5-nji surat).

'R

|
[
el

O
(@)

7.5-nji surat
R giiycden we (P1 P ) jubditden ybarat bolan sistema dinamiki wint diyilyar.

R giiyjiin tisir ¢yzygyna bolsa wintiii oky diyilyar.
5.Eger R=0, m, £0 seyle-de, ﬁ,rﬁo wektorlar parallel hem dal, perpendikulyar
hem dal bolsa, onda glycler sistemasy dinamiki winte getirilyér, yone dinamiki
wintin oky O nokatdan gecmeyar.

Hakykatdan hem, mg wektory iki diiziija bolelin: m,—R giiyjiifi tisir ¢yzygy

boyunca ugrukdyrylan, m,— R giiyje perpendikulyar (7.6-njy surat).
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7.6-njy surat ~
Elbetde, m;=mg-cosa, m,=mg-Ssina, bu yerde a—m, we R wektorlaryn

arasyndaky burc.
m, momentli jiibiti we R guyji (mzLﬁ) O, nokatda goylan R, =R giiy¢
Mg -sina

bilen calsyralyn, OO, = nl]; . Netijede seredilyan guycler sistemasy m,

momentli jibiite we R, giiyje getirildi. Emma {rﬁl : ﬁl} sistema dinamiki wint bolup
duryar, sebdbi m, /R, .

7.4. Giiycler sistemasynyn denagramlasmak serti. Warinyonyn teoremasy.

Giiycler sistemasynyn deflagramlasmagy {icin bu sistemanyn bas wektorynyn
nola dent bolmagynyn we islendik merkeze gOrd bas momentinin nola deni
bolmagynyn, yagny

R=0, m,=0 (7.5)
sertin yerine yetmeginin zerur we yeterlikdigini gorkezelin.

Guycler sistemasynyn denagramlasmagy tg¢in (7.5) sertin yerine Yyetmegi
hokmanydyr. Sebabi (7.5) serte girydan denliklerin biri yerine yetmese, onda giiycler
sistemasy bir giiyje (R = 0 bolanda) ya-da bir jiibiite (M, = 0 bolanda) getirilyar. Iki
yagdayda hem giiycler sistemasy denagramlagmayar. Sol bir wagtda (7.5) sert
yeterlik hem bolup duryar. Sebabi R=0 bolsa, giiycler sistemasy bir jiibiite
getirilyar, emma m, =0 sebipli giiycler sistemasy defiagramlasyar.

Indiki paragraflarda seredilydn guycler sistemasynyn gorniisine layyklykda
(7.5) sertin eye bolyan goérniisleri bilen tanysarys.

Alnan netijelerden peydalanyp Warinyonyn teoremasyny subut edelin.

Warinyon (Varignon) Pyer (1654-1722)

Fransuz matematigi. Mehanika, geometriya,
gidromehanika degisli ylmy isleriin awtory. 1687-nji yylda
taze teoremany subut edyér we sotira bu teorema onui ady
dakylyar.
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Warinyonyﬁ teoremasy Eger giiycler sistemasynyfl deﬁtéisiredijisi bar bolsa onda

nokada (merkeze) gora momentlermm wektorlayyn jemine den.
Subudy. Goy, {Fl,FZ, L F } glycler sistemasy tasir cyzygy C nokatdan gecyan R
denitdsiredija getirilydn bolsun.

<v

X 7.7-nji surat

C nokatda R'=—R glyc goyalyi. Onda, {Fl,F oo Fr R} gliycler sistemasy
denagramlasan giiy¢ler sistemasy bolar. Elbetde, bu glygler sistemasy tgin m, =0
(O-erkin nokat) bolmaly, yagny

S o (F, )+ mo (R')=0
bolmaly. R we R’ giyglerin ululyklary boyunca defi we garsylykly
ugrukdyrylandyklary sebépli m, (ﬁ’): —M, (ﬁ) Onda yokarky defilikden

Mo (R)=Xms (Fy ) (7.6)
deniligi alarys. Teorema subut edildi.
(7.6) denligi O nokatdan gegirilen (erkin) x oka proyektirlalin:

7o (R)], = X lmo ()

Glyjin nokada gord momentinin bu nokatdan gecydn oka bolan
proyeksiyasynyni, bu glyjiin su oka gord momentine denligi sebidpli, yokarky

denlikden alarys: - ~
m,(R)= > m,(F) (7.7)

Diymek, eger guycler sistemasy deitisiredijé  getirilyin bolsa, bu
dentisiredijinin oka gori momenti, sistema giryin giiyclerin bu oka gori
momentlerinin jemine den.

Bellik. Goy, F guyg A(x, y,z) nokatda goylan bolsun. F gilyji koordinata oklary

boyunca IEX, F diiziijilere dargadalyn.

Y’Z
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7.8-nji surat

(7.7) formulanyn esasynda m, (If): m, (IEX )+ m, (Ify )+ m, (Ifz) detiligi alarys. F,

— —

giyjin X oka paralleldigi sebapli mx(lfx):o. y»F, guycler Ox okuna

perpendikulyar. Diymek, m,(F, )=—F, -z, m,(F,)=F, -y.
Netijede m(F)=y-F,—z-F, deiligi alarys. Oy, Oz oklara géra momentleri
yokardaka menzeslikde hasaplasak, netijede alarys:

mx(lf): y-F,-z-F,,

my(lf):z-FX—x-FZ : (7.8)
m(F)=x-F,—y-F,.

Alnan (7.8) formula giiyjiin  koordinata oklaryna gérd momentlerinin
hasaplanylysynyn analitikii anlatmasy bolup duryar.

§8. Ginislikdiki erkin giiycler sistemasy. Deflagramlasmak serti.

1. Ginislikddki erkin giiycler sistemasynyin defiagramlagsmagynyn analitikii
sertleri.
2. Ginislikdiki parallel giiycler sistemasynyin denagramlasmagynyn sertleri.

Bu paragrafda ginslikddki erkin giiycler sistemasynyn, seyle-de, parallel
glyclerden ybarat giycler sistemasynyn denagramlasmagynyn analitikii sertlerini
getirip, kibir mysallara seredip gegelin.

8.1. Ginislikdiki erkin giiycler sistemasynyii defiagramlagsmagynyi analitiki
sertleri.
Milim bolsy yaly (§7), erkin {Ifl, Ifz,...lfn} gliycler sistemasynyn
denagramlagsmagy ti¢in bu sistemanyn bas wektorynyn we erkin nokada gord bas
momentinifi nola defi bolmagy, yagny R=0, M, = 0 bolmagy zerur we Veterlikdir.

Onda bas wektory we bas momenti kesgitlemek tgin getirilen (7.1), (7.2)
formulalardan peydalanyp, denagramlagsmagyn analitikii sertlerini yazyp bileris:

37



{ZFKXZO’ZFky:O’Zsz:O’ (81)

me(Fk): 0, Zmy(Fk):O 1 Zmz(Fk): 0.
Diymek, ginislikdaki erkin giiycler sistemasynyii defiagramlagsmagy ligin sistema
girydn gliyclerin dekart koordinata oklarynyn her haysyna proyeksiyalarynyn
jeminin, seyle-de, bu oklara gérd momentlerinini jeminiii nola den bolmagy zerur we
yeterlikdir.

(8.1) denilemelerin ulanylysyna degisli bir mysala seredeli.

Mysal. Agramy G bolan ABCD tekje gorizontal yagdayda tekjanin tekizligi bilen «
burcy emele getiryan EH yp bilen saklanyar. A,B nokatlarda tekje silindrik sarnire
oturdylan. AK = KB=DE =EC, HK L AB. Yiipiii dartys giiyjiini we sarnirleriii
reaksiya guyclerini kesgitlemeli.

AZ H

<V

L

Coziilisi. Jisimi (tekje) baglanysyklardan erkinlesdirip, olaryn tésirlerini reaksiya
guycleri bilen calsyralyn. Netijede X,,7Z,,Xg,Zg.T,G(-defagramlasan giiycler
sistemasyny alarys. (8.1) denlemeleri ulanalyn:

8.1-nji surat

Y Fy=0: Xp,+Xxg—T-cosa=0, (@)
S F,=0: 0=0,
Y F,=0: z,+zg+T-sina-G=0, (b)

me(lfk):o: T-sina-%+zB-AB—G-%:O
ya-da
%T'SiﬂO{‘i‘ZB :%G , (©)
>m,(F)=0: G-A—ZD—T-AD-sinazo,
buyerden T = i bolyandygyny taparys.
2sinx
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> m,(F )=0: T-cosw%—xB -AB=0

ya-da Xy = CZOS“ | (d)
Tapylan T-nin bahasyny (¢)-de goyup, zg -ni taparys
BZEG—E-—G -sine zB:EG.
2 2 2sina 4

G cosa_ G

d)-den Xg = = ,
(@ ®2sinae 2 4tgae
G
(a)-dan Xy =T -COSx — Xg =—— - COSx — = ,
2sinx Atga 4lga
i ] 1 1
(b)-den 2,=G-T-sina-2;=G—-———sina--G==G
2SN o 4 4

netijeleri alarys.

8.2. Ginislikdéki parallel giiycler sistemasynyn defagramlasmagynyn sertleri.
Goy, {Fl, F,...F, } giiycler sistemasyna giryan gilyglerin tasir cyzyklary
parallel bolsun. z koordinata okuny giiy¢lere parallel alalyn.

ZA

<y

X 8.2-nji surat

F, (i = 1_n) guycler x,y oklaryna perpendikulyar. Diymek, > F, =0, >’ F, =0
Mundan dasary, Zmz(lfk)z 0, sebdbi F,//Oz. Netijede (8.1) deflagramlasmak serti
su gorniise geler:

SF.=0,Ym(F)=0, ¥m,(F)=0 (8.2)
Diymek, giniglikddki parallel giiycler sistemasynyin denagramlasmagy {i¢in bu
gliyclerin  algebraik bahalarynyn jeminin, seyle-de, glyclere perpendikulyar
tekizlikde alnan oklara goérd momentleriniii jeminii nola denl bolmagy zerur we
yeterlikdir.

(8.2) sertinl ulanylysyna degisli bir mysala seredelin.

Mysal. Ug tigirli arabajygyi platformasynyn K nokadynda agramy G =1000N bolan
jisim dur. Arabajygyn her bir tigirinin gorizontal tekizligi néce guyc¢ bilen
basyandygyny tapmaly.
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0,0, =Im, O,D=16m, O,D=0,D, O,E=0,4m, EK=0,6m.
Arabajygyn 6z agramyny goz oniinde tutmaly dél.

8.3-nji surat
Coziilisi. Gorizontal tekizligin reaksiya giyglerini R;,R,,R, bilen belgililin.
Arabajyk ﬁl, ﬁz, §3 ,G parallel giiyclerin tisirinde defiagramlasyar. (8.2) defiagramlyk
denilemelerini ulanalyn.
>F =0 RR+R,+R; -G =0, (@)
> m,(F)=0: —G-EK +R,-0,D=0, (b)
>m,(F)=0: ~R,-O,D+R,-0,D+G-ED=0. ©)

Alnan defilemeler sistemasyny ¢ozelin:

(b)-den R; = EKD -G =375N ,

3

(©)-den R, =Ri—¢ ©

(a)-dan R1+R1—%+R3:G ,

R, =4125N ,
(d)-den R, =212,5N netijeleri alarys.

Arabajygyn tigirleri gorizontal tetkizligi degislilikde N, =R;, N, =R,,
N, = R; guygler bilen basyarlar.
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4-nji BAP
Tekiz glycler sistemasy.

89. Tekiz giiycler sistemasyny yonekey gorniise getirmek.

1. Giiyjiin nokada (merkeze) gori algebraik momenti.
2. Jiibiitin algebraik momenti.
3. Tekiz giiycler sistemasyny yonekey gorniise getirmek.

Soraglary seljermeklige ge¢mezden oOn tekiz giiycler sistemasynyn
kesgitlemesini getirelin.
Kesgitleme. Eger giiycler sistemasyna giryéan giiyclerin tasir ¢yzyklary bir tekizlikde
yatyan bolsa, onda bu gulycler sistemasyna tekiz guycler sistemasy diyilyér.

9.1. Giiyjiin nokada (merkeze) gora algebraik momenti.

Bir tekizlikde yatyan giiy¢lerin su tekizlikde alnan erkin O nokada gora
momentleri bu tekizlige perpendikulyar, yagny bir goni ¢yzyk boyunca ugrukdyrylan.
Diymek, giiy¢lerin  momentlerinin  ugurlaryny tapawutlandyrmak {i¢in olaryn
algebraik bahasyna seretmek yeterlik.

Kesgitleme. Belli bir alamat bilen alnan F giiyjiifi ululygynyii bu giiyjiifi O nokada
gora egnine (h) képeltmek hasylyna, yagny

m (F)=%F -h 9.1)
ululyga F giiyjiii O nokada gora algebraik momenti diyilyar.
Seylelikde, eger giiy¢c nokadyn dasynda sagat dilinifi hereketinini tersine aylansa,
moment poloZitel, eger ugruna aylansa, moment otrisatel hasaplanyar.
9.1-nji suratda gorkezilen K, F, giycler iicin: mg(F;)=—F, -h, mo(F,)=F,-h,

9.1-nji surat

Bellik. (7.4) formula (Warinyonyn teoremasy) algebraik momentler {igin hem 0z
glyjuni saklayar, yone formuladaky jem wektor ululyklaryn jemi dal-de, algebraik
ululyklaryn jemi bolup duryar.

Bir mysala seredelin.

Mysal. ABCD gonuburclygui C nokadyna F giiyc goylan. AB=a, BC=b. F
giiyjin A nokada gorda momentini tapmaly.
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B »: C
. E/a
i R
1 __________‘(
E/
A o D
9.2-nji surat

Coziilisi. F giiyjii tisir ¢yzygyna A nokatdan AK perpendikulyar (egin) gegireliii.
AK egni kesgitlalin.
AK = AE -cosa =(AD — ED)-cosa = (b —CD-tgea)- cosa =
=(b—a-—smaj-008a=b-008a—a-Sina
COSx
Diymek, m,(F)=—F - AK =—F - (b-cosa —a-sina)=F -(a-sina —b- cosa)
Bu momenti Warinyonyfi teoremasyndan peydalanyp tapalyti. F giiyji goniiburclugyi
taraplary boyunca ugrukdyrylan F,,F, diiziijilere dargadalyii, F, =F -cosa,
F, = F -sin « . Warinyonyn teoremasynyn esasynda alarys:
m,(F)=m,(F )+ m,(F,)=—F,- AD+F, - AB=—F,-b+F,-a=
=—F.cosa-b+F sina-a=F-(a-sina—b-cosa)

9.2. Jiibiitin algebraik momenti.

Mailim bolgy yaly, jiibiitin momenti jiibiitin tdsir tekizligine perpendikulyar.
Diymek, bir tekizlikde yatyan jiibiitlerin momentleri parallel wektorlar bolup
duryarlar. Onda jiibiitleri tapawutlandyrmak t¢in jiibiitlerin algebraik momentlerini
ulanmak yeterlik.

Kesgitleme. Belli bir alamat bilen alnan, jiibiite girydn gliyclerin birinin jibiitin
egnine képeltmek hasylyna, yagny

m=+F-d 9.2)
ululyga (If, If’) jubiitin algebraik momenti diyilyar.
F

'f!
9.3-nji surat

Eger, jubit t&sir tekizligini sagat diliniin hereketinin tersine aylamaga ymitylsa,
moment polozitel, eger ugruna aylamaga ymtylsa, moment otrisatel hasaplanylyar.
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Meselem, 9.4-nji suratda gorkezilen jibutler  (gin: m(lf,lf’):—F.dl;
m(é,é’):G-d2

9.4-nji surat
Bellik. Jubiitin dine momenti bilen hisiyetlendirilydndigi  seb&pli  jlbdti
sekillendirmek ti¢in duga gorniisli ¢yzygy ulanmak yeterlik.

m, m,

£ N\

9.5-nji surat

(5.2) formula tekizlikde yatyan jubutler sistemasy Gcin ulanylanda
formuladaky jem algebraik ululyklaryn jemi bolup duryar we dentdsirediji jiibiit hem
su tekizlikde yatyar.

Bir mysala seredelin.

Mysal. Denagramlykdaky AB sterzene m=100N-m momentli jubit tasir edyar.
AB = 0,5m. Reaksiya guyclerini kesgitlemeli.
Coziilisi.

2
w

A i B

\ 35

N, 9.6-njy surat

Jibiiti dine jiibiit denagramlasdyryar. Diymek, B nokatdaky NB reaksiya
giiyjiii AB sterzene perpendikulyardygy sebipli, A nokatdaky N, reaksiya giiyji
ululygy boyunca Ng-e ded, ugry garsylykly bolmaly, yagny N,,Ng giycler jibiti
emele getirmeli. Bu jiibiitin momenti m(N Al NB): N, - ABululyk m-e deil bolmaly.
m 100N -m

Diymek, N, - AB=m ya-da N, = -
Y A y AT AB 0.5m

=200N , N, =Ng =200N.

9.3. Tekiz giiycler sistemasyny yonekey gorniise getirmek.
{Fl, FZ,...,FH} tekiz glygler sistemasyna seredelin. 7-nji paragrafda alnan
netijeler tekiz guycler sistemasy tcin hem dogrudyr.
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Onda tekiz giiycler sistemasy erkin O nokatda goylan sistemanyii R bas wektoryna
we sistemanyn O nokada gord bas momentine den M, momentli jibite getirilyar.

Seylelikde, R giiyc we m, momentli jiibiit bir tekizlikde yatyar.

o%

AL

9.7-nji surat
Bas wektory we bas momenti kesgitlemek tli¢cin asakdaky formulalardan
peydalanmak bolar:

Re=YFy . R,=2F, m=Ymy(F) 9.3)
Denagramlagsmayan tekiz giiycler sistemasynyil ndhili yonekey gorniise
getirilisiniil hususy yagdaylaryny owrenelin.

. R=0, mg #0. Bu yagdayda sistema my momentli jubtte getirilyar. my ululyk

saylanan merkeze bagly dél (sebdbi merkez hokmiinde basga bir O, alnanda hem

R=0; Mo, =My sert yerine yetmese, giygler sistemasy durli jubGtlere getirilyan

yaly bolardy).

Eger R =0 bolsa, onda giiycler sistemasy defitisirediji getirilyar. Seylelikde, iki

yagdayyn bolmagy miimkin.

a) R=0, my =0. Bu yagdayda sistema O nokatda goylan R detisirediji getirilyar.

byR=0,my #0. my, momentli jubiiti dizyan R,,R, giiycler alnanda R, =-R
denilikden ugur alalyn.

9.8-nji surat

(R, R, ) jiibiitii egni bolsa
R-OC=|m| 9.4)
serti kanagatlandyrmaly.
ﬁl,ﬁ giiyclerin denagramlagyandygy sebépli, guycler sistemasy C nokatda
goylan R, gilyje getirilydr. C nokadyn yerlesisi iki sert bilen kesgitlenyir:
1) OC LR, OC (9.4) deiiligi kanagatlandyrmaly;
2) ﬁz giiyjiin O nokada gord momentinini alamaty Mgy ululygyn alamaty bilen den

bolmaly.
Ké&bir mysallara seredip gegelin.
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Mysal. 9.9-njy suratda gorkezilen F,,F,,F,,P glycleri O merkeze getirmeli.
F,=F,=F =40N, P=60N, a=0,5m, b=0,8m, a=60°.
)\y

A

3
>

Y

9.9-njy surat
Coziilisi. Berlen giiycler sistemasynyn bas wektoryny we O nokada gord bas
momentini tapalyn:
R=(R.R,),
R, =—F, -cosa — F, -cosa — F, =—40-%—40%—40=—80(N) ,

Ry:—Fl-sina+F2-sina—P:—4O-£+40-£—60=—60(N) :
2 2

My =M, (Ifl)+ Mg (Ifz)+ mo(lfs)+ mo(P)=F,-cosa-a+

+F,-sina-2b+ F3-a—P-b:40-%-0,5+40-§-2-0,8+

+40-0,5-60-0,8~37,42(N-m).
Seylelik bilen berlen giiycler sistemasy O nokatda goylan R =(—80;-60) (ululygy
R=100N ) giiyje we m=37,42(N -m) momentli jibite getirilyar.
Mysal. AB piirse tasir edyan P,,P,, P,gilycler sistemasyny yonekey gorniise getirmeli,
seyle-de, A we B podsipniklerin reaksiya guyclerini tapmaly. P, =P, =P, =P.

Y

\4

9.10-njy surat
R=P,+P,+P, .
Gornisi yaly, P, + P, + P, =0, yagny bas wektor nola defi, R=0.

Coziilisi.
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9.11-nji surat
Onda, sistemanyn islendik nokada gord (meselem, C nokada gord) momenti —P-a
den. Diymek, berlen guycler sistemasy m=—P-a momentli jubute getirilyar. Jibuti
dine jibiit bilen denagramlasdyryp bolyar, yagny A,B podsipniklerdiki reaksiya
guycleri — P -a momentli jubiti dizmeli. Bu jubuti ¢yzgyda punktir bilen gorkezilen
G,.Q, guyclerden diizelin. (Q,,G, ) jiibitii momenti Qb deii (§,=G, =Q). Onda
Q-b=P-a denagramlyk serti yerine yetmeli ya-da Q = % =Q,=0Q,.
Mysal. Birinji mysalda seredilen {Ifl, F,, IES} glycler sistemasyny yonekeylesdirmeli.
Coziilisi. {Ifl, F,, Ifg} glycler sistemasy O nokatda goylan R =(-80;-60) giiyje we
m = 37,42 N -m momentli jibite getirildi.

Ay
C

9.12-nji surat
m=37,42N-m momentli jibiti R,,R, giiy¢lerden diizelifi, R,=R,=R=100N,
R,=—R. Elbetde, R-OC =m deiilik yerine yetmeli. Bu yerden
oc _m_ 37,42N -m
R 100N
R, ﬁl giiycler denagramlasyar. Netijede, Jllfl,lfz,lfg} guycler sistemasy C nokatda
goylan R, glyje getirilyar.

=0,3742m.

46



810. Tekiz giiycler sistemasynyii defiagramlagsmak serti.

Denagramlasmak sertinin esasy gorniisi.

Denagramlasmak sertinin ikinji gorniisi.

Denagramlasmak sertinin iiciinji gorniisi.

Parallel giiyclerden ybarat tekiz giiycler sistemasynyn denagramlasmak
serti.

> wh e

Belli bolsy yaly, giiycler sistemasynyn denagramlasmagynyn zerur we yeterlik
serti R=0 , My =0 (7.3) detlikler bilen berilyér. Bu deiliklerden ugur alyp, tekiz
glycler sistemasynyn denagramlagsmagynyn analitikii sertlerini tapalyn. Bu sertleri {i¢
gorniisde anladyp bolyar.

10.1. Deniagramlasmak sertinin esasy gorniisi.

R bas wektoryii nola defi bolmagy ii¢in bu wektoryii R, we R, duzdjileri nola
deit bolmaly. Onda tekiz giiycler sistemasynyn deflagramlasmagy iicin R, =0,
R, =0, mg =0 deflikler yerine yetmeli. Bu yerde mg-guycler sistemasynyni O
nokada gora bas momenti, O-giiy¢lerin yatan tekizliginin erkin nokady. Diymek,
tekiz gliycler sistemasynyi denagramlagmak sertini

2Fa=0, XFRy=0, 3mo(R)=0 (10.1)

gorniisde alarys. (10.1) formula tekiz giliygler sistemasynyn dehagramlagsmagynyn
analitikii sertlerini gorkezyér, yagny tekiz giiy¢ler sistemasynyn denagramlasmagy
lcin sistema giryan giiyclerin koordinata oklarynyn ikisine-de proyeksiyalarynyn
jemlerinini nola den bolmagy, seyle-de, giiyclerini yatyan tekizliginde alnan erkin
nokada gOrd momentlerinin jeminii nola deii bolmagy zerur we yeterlikdir.
Denagramlagsmak sertinin ulanylysynyn bir mysalyna seredelin.

Mysal. Agramy P =42kN bolan asma kopri 10.1-nji suratda gorkezilisi yaly,
tanaplar bilen gorizontal yagdayda saklanyar. Asma koprinin agyrlyk merkezi D
nokatda. AD =4m,DB =2m,BF =1m. Tanaplaryn dartys glyclerini kesgitlemeli.

AY

e

X

[

A

T, T,

F
A \ LI .
\ ! .
v L
\\ : e
— AN
P S E
4

10.1-nji surat

Coziilisi. Asma koprini baglanysyklardan (tanaplar) erkinlesdirip, olary dartys
giiycleri bilen calgyralyn.

Defiagramlasyan {%,fz,fs, IS} glycler sistemasyny alarys. Bu giiycler sistemasy igin
(10.1) denagramlagmak sertlerini ulanalyn:
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>F,=0: —T,-cos60°+T,-cos45° =0, *)

> Fy=0: T, +T,-sin60°+T;-sin45° -P=0, **)
> me(F )=0: P-.DF-T,-AF =0.
Sonky denlemeden
DF 3

T,=P.—— =42kN - = =18kN
AF 7

bolyandygyny taparys. Tapylan T,-i (**) deiilemede yerine goyup (*) defileméni hem
ulansak, onda

_T2.1+T3.£:0
2 2
Tz-ﬁ+T3-§:24

denlemeler sistemasy alnar. Bu deilemeler sistemasyny c¢ozip T,,T; guycleri
taparys:
T, =17,6kN , T, =124kN .

10.2. Denagramlasmak sertinin ikinji formasy.

Tekiz glyeler sistemasynyn denagramlagsmagy lcin gliycler sistemasynyn
tekizliginde erkin alnan A we B nokatlara gérd bas momentlerinin, seyle-de, sistema
giryin giiyclerin - AB  kesime perpendikulyar bolmadyk Ox oka bolan
proyeksiyalarynyi jeminin nola denh bolmagy zerur we yeterlikdir, yagny:

ZmA(Fk):O , sz(Fk):O , > Fy=0. (10.2)
Bu sertlerinn zerurlygyny vyenillik bilen gorkezip bolar. Eger (10.2) denliklerin biri
yerine yetmese, onda R =0 ya-da m, =0 (mg #0) bolar we netijede defiagramlyk
bolmaz.

(10.2) sertlerin yeterlikdigini subut edelin. Eger (10.2)-d4 girydn denliklerin
ilkinji ikisi yerine yetyén bolsa (m, =0, mg =0), onda 9-njy paragrafyn netijelerine
layyklykda seredilydn guycler sistemasynyn A we B nokatlardan gegyén
dentisiredijisi bolar (10.2-nji surat). Emma (10.2) sertin {igiinji denligi boyunca
R, =Y F =0 bolmaly. Ox ok AB kesime perpendikulyar déldigi sebapli soiiky

deriligifi yerine yetmegi iicin R = 0 bolmaly.

XY

(10.2-nji surat)
Bir mysala seredip gecelin.

Mysal. Agramy P =600N, uzynlygy 4m bolan pirs A nokatda yylmanak gorizontal
tekizlige, B nokatda wertikal diwara dayanyar. Gorkezilen (10.3-nji surat) yagdayda
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piirs gorizontal tekizlikden cekilen AC yiip bilen denagramlykda saklanyar. Yiipiifi
dartys giiyjiini we dayang reaksiya gliy¢lerini kesgitlemeli.

1\'\.'\.‘_"\.'\.'\.‘_\‘.‘_‘_‘.'\.'\.

C X
10.3-nji surat
Coziilisi. Plrsi baglanysyklardan erkinlesdirip, olary reaksiya giiycleri bilen
calsyraly. Detiagramlasyan {ﬁB,ﬁA,f,ﬁ} giicler sistemasy Ucin (10.2)
denagramlagmak sertini ulanalyii:

> ma(F)=0: R, -AB+P-A—2K-COS6O°=O

BC 3m 6
va-da | AB = = =—m, AK =4m
y ( c0s30° cos30° /3 j
6
-Rg-—=+P=0.
° 3

Bu denlikden Rg =

\/§6. P ~173N bolyandygyny alarys.

S mg(F,)=0: R, - AB-sin30° — P-(AB -sin 30° — AE -sin 30°)=0

6 1 6 1
ya-da R,-—-=—-P-| —=-2|-==0
AN (ﬁ j 2

. 3 3 .
Bu deillikden R, =—-P-| —=—-1|~ 259N bolyandygyny alarys.
3 NE!
> Fy=0: Ry-cos30° -T =0,
Bu denlikden T = Ry =y ~ 224N bolyandygyny alarys.

10.3. Denagramlasmak sertinin iiciinji gorniisi.

Tekiz giiycler sistemasynyn denagramlasmagy ligin sistema girydn giiyclerin
bir goni ¢yzykda yatmayan erkin A,B,C nokatlara gord momentleriniii jemlerinii
nola den bolmaklygy zerurdyr we yeterlikdir, yagny

ZmA(Fk)=0 ) ZmB(Fk)=0 , ch(Fk)=0 (10.3)
sertler yerine yetmeli. Bu sertifi zerurdygy diisniikli. Yeterlikdigini gorkezelin. Eger
(10.3) sertler yerine yetip, giiy¢ler sistemasy denagramlagmayan bolsa, onda onun
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dentasiredijisi bir goni ¢yzykda yatmayan A,B,C nokatlardan gegcmeli bolar. Bu bolsa
mimkin dal.

Getirilen denagramlagmak sertinin ulanylysyna degisli bir mysala seredip
gecelin.
Mysal. Agramy Q=1000N bolan purs A nokatda gorizontal tekizlige we direge, B
nokatda diwara dayanyar. Sirtilme yok diyip kabul edip, dayang reaksiya guyclerini
kesgitlemeli.

10.4-nji surat

Coziilisi. Pursi baglanysyklardan erkinlesdirip, olary reaksiya giiycleri bilen
calsyralyn. Denagramlasyan {N A,NB,ﬁA,Q} guycler sistemasy tc¢in (10.3) sertleri
ulanalyn:
= AB .
3 m,(F)=0: Ny - AB-c0s30° ~Q - == sin30° =0 .
Q
2-4/3

> me(F)=0:Ng - AB-cos30° +Q-%-sin30° ~N,-AB-sin30°=0.

Bu deiilemeden N, = ( Ng - ? + %) -2=1000N bolyandygyny alarys.

Bu deillemeden Ng = ~ 288.7N bolyandygyny alarys.

ZmB(Ifk):O:RA-AB-sin6O°+Q-%-sin30°—NA-AB-sin30° ~0.

Bu deiilemeden R, = (NA 1 —gj 2 ~ 288,7N netijani alarys.

2 4) 3

10.4. Parallel giiyclerden ybarat tekiz giiycler sistemasynyn defiagramlagsmak
serti.

Goy, tekiz guycler sistemasyna giryan guycler parallel bolsun. Ox okuny bu
glyclere perpendikulyar, Oy okuny parallel alalyii (10.5-nji surat). Onda giiy¢lerin
Ox oka proyeksiyalary nola den we (10.1) sertiii birinji defilemesi tozdestwo bolup
duryar.

Diymek, parallel giiyclerini denagramlagmak serti

2.Fy,=0, Zmo('fk)
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gornlise eye bolar.

10.5-nji surat

Parallel giiy¢lerin denagramlagsmagynyn yene bir gorniisini (10.2) sertden

alarys:
> maF)=0, Xmy(F)=0 (10.5)

Seylelikde, A we B nokatlar guyclere parallel goni ¢yzykda yatmaly dél.
Parallel giiyclerin denagramlasmagyna degisli mysala seredip gecelin.
Mysal. 10.6-njy suratda gorkezilen AB pirsin agramy P =400N. Pirs parallel
yiipler bilen gorizontal yagdayda denagramlykda saklanyar. PUrsun agyrlyk merkezi
E nokatda, EB=3AE . Yiipleriti dartys giiyclerini tapmaly.

y

!

Zl>_|l
_|
w

10.6-njy surat
Coziilisi. Pursi yiiplerden erkinlesdirip, olary dartys giiy¢leri bilen galsyralyn. (10.4)
sertleri ulanalyn:
> ma(F)=0: T, - AB—P.AE =0,
Bu denilikden Tg =P .E: P-E:EP:NON
AB AAE 4
netijani alarys.
2 Fy=0: T,+Tg-P=0.

Bu denlikden T, =P —Tz; =400N —100N =300N netijani alarys.
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§11. Paylanan guycler.

InZenergilik hasaplama islerinde berlen {stde kédbir kanuna layyklykda
paylanan giiycler gabat gelyar. Bir tekizlikde yatyan paylanan giiy¢lerin kébir
mysallaryna seredip gecelini.

Bir tekizlige degisli paylanan giycler g intensiwligi bilen, yagny paylanan
gliyclerin tdsir edydn ¢yzygynyn nokadyna tasir edyan giyc bilen héasiyetlendirilyér.

Intensiwligin dlgeg birligi ﬂ
m
1. Kesim boyunca dendl¢egli paylanan giiycler.

a
q

Y

Y.V V VYV VYV N y VY Y. VY

Q

\ 4

11.1-nji surat

Bu yerde q=const . Statiki hasaplamalarda bu paylanan gtycleri

Q=a-q (11.1)
giiyc bilen calsyrylyar, Q giyc AB kesimifi ortasyna goylan.
2. Kesim boyunca ¢yzykly kanuna layyklykda paylanan gtycler.

P a
C
M -
A Y B
Y 2 ) _
Za Q
3 A 4

11.2-nji surat

Bu paylanan guygler ugin q intensiwlik noldan ké&bir q,.. -a c¢enli artyar.
Paylanan giiyclerin Q dentésiredijisi ABC tiigbur¢luk gorniigli plastina tidsir edyin
agyrlyk gilyclerinin dentdsiredijisinin  kesgitlenilisi yaly tapylyar. Birjynsly
plastinanyn agramy onun meydanyna goni proporsional:

Q=%a-qmax (11.2)

Q guyc A nokatdan %a aralykda goylan (seret §14).
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3. Kesim boyunca erkin paylanan guycler.

(T

lg
11.3-nji surat

B

Paylanan giycleriti defitdsiredijisi Q giiyc, ululygy boyunca AEKB figuranyii
meydanyna san taydan deit. Q gilyc AEKB meydanyii agyrlyk merkezinde goylan,

Bellik. Meydanlaryn agyrlyk merkezini kesgitlemeklik soragy 14-nji paragrafda
serediljekdir.

4. Toweregin dugasy boyunca denolcegli paylanan giiycler.
Seyle giiyclerin mysaly hokmiinde silindrik gabyn gapdal diwaryna edilydn

gidrostatiki basysy goérkezmek bolar.
Y 4

>

11.4-nji surat

R-duganyi radiusy, A(SD = B(SD =, Ox-simmetriya oky.

Paylanan giiyclerini defitisiredijisi Q guyc, Ox ok boyunca ugrukdyrylan. Q
giiyjun ululygyny kesgitlalin.

Duganyn istiinde yerlesisi ¢ burg bilen kesgitlenydn EK elemente seredelin,
bu elementin uzynlygy dS =Rde. Bu elemente tasir edyan giyc, dQ=q-dS=

=q-Rdg. dQ giiyjiiii x oka proyeksiyasy dQ, =dQ-cosg=q-R-cosede.

Onda Q= [dQ, = [q-R-cospdp=q-R-singp|

—a %4
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Q=2q-R-sihax (11.3)
ya-da
Q=q-h (11.4)

bu yerde h—AB hordanyii uzynlygy.
§12. Surtulme.

1. Typma surtilmesi.
2. Tigirlenme sirtilmesi.

12.1. Typma surtilmesi.

Tejribelerden bilsimiz yaly, bir jisim beyleki jisimin istiinde typma hereket
etmige calysanda ya-da hereket edende jisimlerin galtagyan tekizliginde bularyn
birek-birege gord hereketine garsylyk gorkezyan giiyc yiize ¢ykyar. Bu giiyje typma
surtilme guyji diyilyar. Sirtilyan tstlerin ideal yylmanak daldigi typma
stirtiilmesinin ylize ¢ykmagynyn esasy sebéplerininn biri bolup duryar. Seyle-de,
stirtiilme giiyji jisimlerin fiziki hédsiyetlerine uly derejede bagly. Surttilme—fiziki-
mehaniki hadysa bolup, bu hadysany amaly taydan dwrenmeklik t¢in fransuz alymy
S.Kulon (1736-1806) tarapyndan agylan empirik* kanunlardan peydalanylyar.

Sarl Ogyusten de Kulon (1736-1806)
Fransuz alymy. Harby inZener. Elektrostatikany esaslandyryjylaryn
ilkinjilerinin biri. Siirtiilme kanynlaryny acan alym.
Yonekey bir tejribd seredip gegelin. Q agramly jisim gorizontal tekizlikde
duran bolsun. Jisime gorizontal F giiy¢ bilen tésir edeliti.

A

N

12.1-nji surat

* Empirik-grek sozi, tejriba esaslanmak.
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F giyjun ululygynyii belli bir ¢igine cenli jisim herekete gelmeyar. Diymek,
gorizontal tekizlikde ululygy boyunca F-e¢ den bolan gapma-garsy glyc yuze ¢ykyar.
Emma F guyji ulaldyp belli bir ¢cage yetirilenden son jisim herekete giryar.
Kesgitleme. Otnositel dynclykda yiize ¢ykyan surtilme guyjune dynclyk sirtilme
guyji diyilyar; typmada yiize ¢ykyan slrttilme glyjlne typma sirtiilme glyji diyilyar.
Indi, S.Kulonyt kanunlaryny getirelin.
I. Siirtiilme giiyji strtiilyédn tstlerin ol¢eglerine bagly dal;
Il. Dynclyk sirtilme glyji tésir edyan guyclere bagly bolup, kabir cdge cenli
jisimlerini typmasyna yol bermeyiar. Emma dynclyk sdrtilme guyji jisimler jubuti
ucin kesgitli maksimal bahadan uly bolup bilmeyar;
[11. Surtilme giiyjiinin maksimal bahasy bir jisimiin beyleki jisime edydn normal
basysyna goni proporsional;
V. Sirttilme giiyjiinin maksimal bahasy siirtiilydn jisimlerin materiallaryna bagly.
Sertli belgileri girizelin: Ifdlsl—dynglyk strtdlme guyji; F.., -dynclyk surttilme
giiyjiinit maksimal bahasy; N -dayanc istiinifi normal reaksiyasy. Onda Kulonyf
kanunynyil esasynda
Fox = - N (12.1)
empirik denligi alarys; bu yerde, f-proporsionallyk koeffisiyenti bolup, surtilme
koeffisiyenti diylip atlandyrylyar;

f = E“Tax denlikden gornisi yaly, surtilme koeffisiyenti 6lcegsiz ululyk.
Bellik. F4,guy¢c f-N ululykdan kigidir ya-da dendir, seylelikde, F,, <f-N
bolsa-jisim herekete girmeyar. F, = f - N bolsa-jisim hereketlenyar.

Kritiki pursata, yagny F,. giyc maksimal baha yeten pursata seredelin.
Foo =Fnx =T-N

12.2-nji surat

—

Dayang iistiinin R reaksiyasy, F..,, we N giyclerden ybarat, yagny R=F,__ + N
ABC goniburcly Ggburclukdan gérniisi yaly, tge = BC _ Finex _ f-N =1.
AB N N
tgp=f (12.2)
Bu yerde ¢-dayang Ustiinit normaly bilen dayang istiinin reaksiyasynyn arasyndaky
bur¢. Bu burca surtilme burgy diyilydr. Diymek, siirtiilme burgunyn tangensi
stirtiilme koeffisiyentine den.
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Eger jisimin dayan¢ Usti boyunca islendik ugra ornuny Uygetmage
mimkingiligi bolsa, onda reaksiya giiy¢lerinin tisir ¢yzyklary konus gorniisli iist
emele getirer (12.3-nji surat).

Kesgitleme. Emelegetirijileri typma {stiinin berlen nokadyndaky normaly bilen
surtilme burcuny emele getiryan konusa strttilme konusy diyilyar.

Eger jisim dayang listi boyunga islendik tarapa hereket edende sol bir siirtiilme
koeffisiyenti bolsa, onda surtiilme konusy tegelek konus (esasynda tegelek) bolyar.

Goy, jisime tasir edyan giycler tasir cyzygy A dayang nokadyndan gecyan P
gliyje getirilyan bolsun. a—P giiyc bilen normalyn arasyndaky burc. P gilyji tasir
cyzygy boyunca A nokada gécirelin we P,,P, diizijilere dargadalyn. P,—dayanc

Ustiin galtasma tekizliginde, P,—dayang listiit normaly boyunca ugrukdyrylan.

12.3-nji surat
Onda (12.1) we (12.2) formulalaryn esasynda alarys: F.,, = f - P, =tgp-P,.
Jisimi dayan¢ Usti boyunca typdyrmaga calysyan P, giuyc P, -tga ululyga den.
Elbetde jisimin typmazlygy ucin P, < F,, bolmaly ya-da P, -tga <tge - P, densizlik
yerine yetmeli. Bu yerden jisimin dayan¢ Ustiinde denagramlyk sertini (tangensin

[Og[ aralykda artyandygyny goz oniinde tutup) o < ¢ gorniisde alarys.

Seylelik bilen, eger P guyjiiii tasir cyzygy surtiilme konusynyii icinden
gecyan bolsa, onda jisim dynclyk yagdayda duryar. Jisimin hereketlenmegi Ucin
P glyjiin tasir cyzygy surtilme konusynyi dasyndan gegmeli.

Uns bereliii: soiiky yazylan netije P guyjiini ululygyna bagly dal.

Typma siirtiilmesine degisli bir mysala seredip gecelin.

Mysal. Agramy G bolan “B” jisim yylmanak dél, yapgytlyk burgy « bolan tekizlikde
dynglykda durmaklygy Ucin « burg néhili serti kanagatlandyrmaly.

12.4-nji surat
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Coziilisi. Jisim G,N,F giiyclerif tisirinde defiagramlykda dur. G -jisimini agramy,
N -yapgyt tekizligin normal reaksiyasy, F -surtilme giyji. Bu giycler ucin
denagramlyk sertini ulanalyn:
> Fy=0: F-G-sina=0 ™)
> Fy,=0: N-G-cosa=0 (**)
(*) denlemeden, F=G-sina, (**) deiilemeden N =G-cosa. Jisimin typmazlygy
Ucin F<f-N sert yerine yetmeli. Onda G-sina<f-G-cosa. Bu yerden,

tga < f, vyagny (tangens funksiyanyn [0,%[aralykda artyandygy sebapli)

a <arctg f sert yerine yetmeli.

12.2. Tigirlenme surtilmesi.
Kesgitleme. Bir jisim beyleki jisimin istiinde tigirlenip hereket edende yize ¢ykyan
garsylyga tigirlenme siirtllmesi diyilyér.
Gorizontal tekizlikde duran agramy P, radiusy R silindrik katoga seredelin.
Katogyn okuna typma surttilmesinden Kici Q giiy¢ bilen tisir edelin, Q < F,, .

12.5-nji surat

A nokatda ululygy Q defi bolan F sirtiilme giiyji yiize cykyar. Eger tekizligin N
normal reaksiyasyny A nokatda goysak, bu giyc P giiyji defiagramlasdyryar. Q we
F giiyclerin diizyan jiibiiti katogy tigirlar. Diymek, Q giiyc nace kici bolanda-da
katok tigirlenmeli. Emma tejribede beyle bolup gecenok. Bu gapma-garsylygy seyle
diistindirip bolar: katogyn basysy astynda dayang tekizligi deformirlenyar, yagny
katok bilen tekizlik kdbir meydanca boyunga galtasyarlar. Dayang tekizliginin normal
reaksiyasynyn tdsir nokady sliysyar.

12.6-njy surat
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Netijede (Q,F) jubut (P,N) jibiit bilen dehagramlasdyrylyar. Seylelikde, (P, N)
jiibiitin momenti, yagny m (IS, N) ululyk tigirlenme momenti diylip atlandyrylyar.

Tejribelerin esasynda S.Kulon tigirlenme momentinin ¢aklidigini subut edyér.
Tigirlenme momentinin maksimal bahasy katogyn radiusyna bagly bolman, dayang
tekizliginin normal reaksiyasyna goni proporsionaldygyny anyklayar:

m=o-N (12.3)

Proporsionallyk koeffisiyenti bolan & ululyga tigirlenme surtilme koeffisiyenti
diyilyar.

Q giiyjiit bahasyny ulaldyp, (@, If) jubiitin momenti, yagny Q-R ululyk
0 - N ululyga deni bolan pursatda katok tigirlenmége baslar.
Bellik. ¢ tigirlenme siirtiilme koeffisiyentinin 6lgeg birligi-uzynlyk birligi (sm, mm).
& ululyk galtagyan jisimlerin materialyna bagly. Kébir materiallar G¢in 6 ululygyn
bahalaryny getirelin: aga¢ bilen aga¢ 0,05-0,08 (sm), polat bilen polat 0,005 (sm).
Bir mysala seredip gecelin.
Mysal. Agramy Q=300N, diametri 60 sm bolan katogyn dendlcegli tigirlenmegi
Ucin katogyn simmetriya okuna goylan P gly¢ ni¢d den bolmaly. & =0,5sm,
a =30°-P giiyc bilen gorizontal tekizligii arasyndaky burg.

A

N

12.7-nji surat
Coziilisi. Dendlegli tigirlenmegini yiize cykmagy icin P giiyjit A nokada gora
momenti 6 -N den bolmaly: mA(IS):P-h:P-R-cosa. Wertikal boyunca katok
ornuny uytgedenok, diymek, N +P-sina=Q, bu yerden N=Q—-P-sina. Onda
P-R.cosa=06 ~(Q — P -sin a). Alnan, yonekey defilemdni ¢Ozlip taparys:
P= °-Q
R.-cosa+9d-sina

, P=572N.
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5-nji BAP
Agyrlyk merkezi.

813. Parallel giiyclerin merkezi.

Parallel giiy¢lerin merkezini kesgitlemeklik meselesi mehanikanyn kébir
meselelerinde, hususanda, jisimin agyrlyk merkezini kesgitlemekde ulanylyar.

Degislilikde A (X, ¥1,2), A(X5,¥5,25), . ,A(X,,Y,,2,) nokatlarda goylan
Ifl, If2 I Ifn parallel giiy¢lere seredelin.

Z‘////a

A
* A,

oM

X 13.1-nji surat

Berlen wektorlara pararallel birlik € wektoryny alalyn we bu wektoryn ugruny
polozitel diyip kabul edelin. Iki sany parallel glyji gosmak usulyny (84) yzygider
ulanyp, berlen parallel giiycler sistemasyny dentdsiredijd getirelin. Netijede asakda
seredilyan (i¢ yagdayyn yiize ¢ykmegy miimkin.
. Sistema defitésiredija getirilyar. Defitdsiredijini R bilen belgildlifi. Defitdsiredijiniii
ululygy sistema girydn giycleriii algebraik jemine den, R=) F,. Bu jemde €
wektor bilen ugurdas giiyclerin ululyklary polozitel, garsylykly ugrukdyrylan
giiyclerin ululyklary otrisatel alnan.

Goy, R giyc C nokatda goylan bolsun. Bu nokadyii koordinatalaryny
kesgitlalin. Ilki bilen kébir belgileri girizelin: 7, — A, nokadyn O nokatdan gegirilen
radius-wektory, T, —C nokadyn O nokatdan gegirilen radius-wektory.

R— {Ifl, IE2 ey Ifn } giiycler sistemasynyn dentdsiredijisiligi  sebdpli Warinyonyn
n . . _ ~ n — -
teoremasy boyunga > me (F, )= (R). Emma mc (R)=0. Diymek, :rmg(F, )=0
k=1 k=1

ya-da:
n.oooL n . _ noo - n.oo - n.oo_
ZmC(Fk):ZC X k:Z(rk_rc)x =2 T xF =2 TxF =
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
n N - N n . n - N - n N
= kX(Fk e)—rcXZ k:Z(rk Fk)xe_rcXZFk €=
k=1 k=1 k=1 k=1
n ~ _ ~ n n ~ _ ~ n _
:Z(rk Fk)xe_ CX(ZFKJ e:Z(rk Fk)xe_ rC-ZFkae:
k=1 k=1 k=1 k=1



n n —
:(Zrk R -1 'ZijXéZO
k=1 k=1
Netijede seyle denlik alyndy:
n n —
(Zﬁ(-Fk—fC-Zijxé:O (13.1)
k=1 k=1

Alnan detligi seljerelini. Eger sistema giryidn giiyclerin dhlisini sol bir burca owlirsek
we téze alnan sistema Ucin yokarda getirilen amallary yerine yetirsek, yene-de (13.1)
defllige geleris. Yone (13.1) detiligin ¢ep béleginddki yayyn icindiki aflatma
Uytgemeyér. € wektor giycler bilen bir hatarda éwrllyar, ugruny Uytgedyar, yagny
(13.1) denlik erkin ugurly € wektor licin yerine yetmeli. Bu bolsa difie yayyn
icinddki anlatma nola defi bolanda bolup biler. Diymek,

n n -
k=1 k=1
Bu yerden taparys:
n
> T Ry
I, = —"Zln (13.3)
>R
k=1

(13.3) deriligi dekart koordinatalarda yazyp alarys:

n n n
2 X F 2 Vi R 2.2 R
Xc:k:ln— ’ yc:k:ln— ’ Z<::k:1n— (13.4)
2 Fi > F 2 F
k=1 k=1 k=1

Koordinatalary (13.4) formula bilen kesgitlenydn nokada parallel giiy¢lerin
merkezi diyilyar.

Goy, F,F,,...F, giiyclerin S sanysy bir tarapa, n—S sanysy garsylykly tarapa
ugrukdyrylan bolsun. Umumylygy uytgetmezden giiyclerin tertip belgisini tiytgedip,
F.F . glycler bir tarapa, F,,, FS+2, ,F. guycler ters tarapa ugrukdyrylan
gorniisde alyp bolyar.

Sertli  belgileri  girizelin: ﬁl — {Ifl, IEZ,..., IES} glycler  sistemasynyn
dentisiredijisi, R, {FS 1 Fernren By } giiycler sistemasynyn defitésiredijisi.

1. Rl, R2 gliycler ululyklary boyunga den bolup, dirli nokatlarda goylan bolsa, onda
seredilyan sistema jubute getirilyar.
1. ﬁl, ﬁz giiycler ululyklary boyunga deii bolup, bir nokatda goylan bolsa, onda
seredilyén sistema deflagramlasan giiycler sistemasy bolup duryar.
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§14. Jisimin agyrlyk merkezi.

1. Jisimin agyrlyk merkezi hakynda diisiinje.

2. Birjynsly jisimin agyrlyk merkezi.

3. Kibir yonekey formaly jisimlerin agyrlyk merkezleri.
4. Agyrlyk merkezini kesgitlemegii analitikii usuly.

14.1. Jisimii agyrlyk merkezi hakynda diisiinje.

Butindlnyé dartylma kanunyna layyklykda, Yerin (stiine yakyn aralyklarda
yerlesydn jisimifi bolejiklerine Yerini dartys giiyji tdsir edyir. Bu giiycler Yerii
merkezine tarap ugrukdyrylan, yagny bu giiyclerini tasir ¢yzyklary Yerin merkezinde
kesisyarler. Emma bolejiklerden Yerii merkezine genli uzaklyklar boélejiklerifi
arasyndaky uzaklyklardan agirt uludygy sebidpli dartys giiy¢lerini parallel hasaplap
bolyar, yagny Yerin jisimifi bolejiklerini dartys giiycleri parallel giiycler sistemasy
bolup duryar. Bu parallel giycler sistemasynyn merkezine jisimin agyrlyk merkezi
diyilyar.

Jisimin agyrlyk merkezi—jisim bilen bagly geometrik nokat bolup, jisimin
ginislikde islendik yagdayynda onun agyrlyk giiyjiinin tdsir ¢yzygy bu nokatdan
gegyar.

Agyrlyk merkezi jisimin formasyna we jisimddki material bolejiklerin
paylanysyna bagly. Jisimin bolejiklerinin agramlaryny Isl, |32,..., |3k ... bilen belgilalini.

A

<v

X 14.1-nji surat

Elbetde, jisimifi agramy bélejiklerifi agramlarynyfi jemine dei, P => P, .
Jisimin agyrlyk merkezi C nokat I31, |32,..., |3k ... parallel giiycleriit merkezi h6kmiinde
(13.4) formulanyn esasynda

n n n

kZPk'Xk kzpk'yk kZPk-Zk

xc:ﬂT : yc:ﬂT : zc:ﬂT (14.1)

formula bilen kesgitlenyar. Bu yerde XY,z — P, giyjiil goylan nokadynyn
koordinatalary.

Bellik. Jisimin agyrlyk merkezi jisime degisli bolman hem biler, meselem, halka
ugin.
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14.2. Birjynsly jisimin agyrlyk merkezi.

Birjynsly jisimin agramy jisimin gowrimine goni proporsional B, =y - AV, , bu
yerde AV, —bolejigin géwriimi, y—hemiselik ululyk bolup, gowriimin bir birliginin
agramyna den.

P, —ny (14.1) formulada goyup alarys:

n n n n
DB Xe DrAV X v XAV DX AV,
_ ke _ k2 = =

XC = —= = == = — = ==
P y-V y-V Vv
Suna menzeslikde, y.—ni, z.-ni kesgitlap,
n n n
X, =k v , Y = v , o= v (14.2)

formulany alarys, bu yerde V-jisimin géwriimi.
Y okardaka menzeslikde, tekiz jisimin agyrlyk merkezi ti¢in

n n
D X - AS, D Vi - ASy
k=1 k=1

x, =kt oy =kt 14.3
¢ 3 y 3 (14.3)

formulany alarys, bu yerde AS, —jisimin bolejiginin meydany, S—jisimin meydany.
Seyle-de, material egri ¢yzygyn agyrlyk merkezi igin

n n

2% Al 2 Vi Al
c:k:ll ' yc:k:1 | v Lo =70 |
formulany alarys, bu yerde Al, —egrinin bolejiginin uzynlygy, l-egrinin uzynlygy.
Elbetde, jisimin tiikeniksiz kop bolejiklere bolinyandigi sebapli agyrlyk merkezi
kesgitlenende (14.2), (14.3), (14.4) formulalardaky jemler Kkesgitli itegrala
owrlyérler.

Su yerde jisimin agyrlyk merkezini kesgitlemekde gerekli teoremany getirelin.
Teorema. Eger birjynsly jisimin simmetriya tekizligi, simmetriya oky vya-da
simmetriya nokady bar bolsa, onda jisiminn agyrlyk merkezi degislilikde simmetriya
tekizliginde, simmetriya okunda ya-da simmetriya nokadynda yerlesyar.

Subudy. Goy, T—jisimin simmetriya tekizligi bolsun.

n
22 Al
=

X (14.4)

14.2-nji surat
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Jisimin IT tekizlige gora simmetrikdigi sebépli IT tekizlikden bir tarapda alnan
islendik bolejige IT tekizligin beyleki tarapynda agramy bu bolejigin agramyna den
bolan simmetrik bolejik bar.

IT tekizligin bir tarapynda A, bolejigi alalyn. A,—ona simmetrik bolejik. Bu
bolejiklere ululyklary den bolan P,,P, agyrlyk giiycleri tasir edyar. P,,P, giyclerin
deritasiredijisi bolan P giiyc A A, kesimii ortasynda, yagny simmetriya tekizliginde
goylan.

Her bir jiblt boélejikler Ggin agyrlyk giyclerini gosup, IT tekizlikde yatyan
parallel guycler sistemasyny alarys. Elbetde, bu glyclerin dentésiredijisi hem TI
tekizlikde yatyar.

Hacanda jisimin simmetrya oky ya-da simmetriya nokady bolanda teorema edil
suna menzeslikde subut edilyér.
1-nji netije. Parallelogramyn agyrlyk merkezi onun diagonallarynyn kesigsmesinde
yerlesyar.
2-nji netije. Dentaraply kopburclugyn, tegelegin, ellipsin we saryn agyrlyk merkezi
olaryn geometrik merkezlerinde yerlesyar.

14.3. Kiibir yonekey formaly jisimlerin agyrlyk merkezleri.

I. Ucburclugyi agyrlyk merkezi.
ABD (cburclugy (14.3-nji surat) AB esasyna parallel goni ¢yzyklar bilen kdpsanly

bolejiklere bolelin. o

A

\O
* 7

L AN
AA’/I/I' / I\B

E
14.3-nji surat
Her bir bolejigi kesim hokmiinde kabul edip bolar. Kesimin agyrlyk merkezi onun
ortasynda (simmetriya nokady) yerlesyar. Diymek, ticburg¢lugyn agyrlyk merkezi bu
kesimlerin Gstiinden ge¢yin ¢yzykda, yagny DE medianada yerlesyar. Bu tcburclugy
BD esasa parallel goniligyzyklar bilen bolsek, onda ticbur¢lugyn agyrlyk merkezi AF
medianada yerlesyar diyen netiji geleris. Onda ii¢hbur¢lugyn agyrlyk merkezi
Ucburclugyin medianalarynyn kesismesi bolan C nokatda yerlesyir. C nokat
medianalary 1: 2 gatnasykda bolyér.
Bellik. Kopburglugyn agyrlyk merkezi kesgitlenende kopburclugy tcburgluklara
bolmeli. Kopburglugyn agyrlyk merkezi alnan ti¢cburgluklaryn agyrlyk giiyclerinin
(parallel giiycler) merkezi hokmunde tapylyar.
I1. Toweregin dugasynyi agyrlyk merkezi.
R radiusly toweregin AB dugasyna seredelin. Merkezi AOB bur¢ 2a—a den
bolsun, ZAOB =2«
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Xvy

B

14.4-nji surat
Koordinatalar baslangyjyny toweregin merkezinde (O) alyp, Ox okuny AOB burgun
bissektrisasy boyunga ugrukdyralyn. Ox ok AB duganyn simmetriya oky bolup
duryar. Diymek, duganyn agyrlyk merkezi bolan C nokat Ox okda yerlesyir. Bu
nokadyn koordinatasyny tapalyn. AB dugany bélejiklere bolelin. (14.4) formuladan:
n

2 X - Al
=

X, =— |

Bu yerde Al, — MM’ elementar bolejigin uzynlygy, |— AB duganyn uzynlygy.
Boélejiklerin sany tiikeniksiz artanda sanawjydaky jem AB egri boyunca alnan
integrala dwrler, yagny
X, 1 [ xdl
e

MM’ duganyn uzynlygy tiikeniksiz kicelende MM’ duga bir nokada cekilyar we bu
bolejiginn yerlesen yeri ¢ burg bilen kesgitlenydr. Onun koordinatasy X=RC0S¢,
uzynlygy dl = Rdg. Onda yokarda yazylan denlikden alarys:

a 2 « 2 o 2 :
Xcz%delz%IR-COS§0-Rd¢=RT-Sin¢ :ZR sma:2R sma: R-sih«a |
AB

| R.-2a a

—a —a

R-sina
X, = .

(14.5)
(04

Diymek, toweregin dugasynyi agyrlyk merkezi onun simmetriya okunda bolup,

i aralykda yerlesyir.

toweregin merkezinden
o

I11. Tegelegin sektorynyi agyrlyk merkezi.

R radiusly tegelegin merkezi burcy 2o bolan OADB sektoryna seredelin.
Koordinatalar baglangyjyny tegelegin merkezinde (O) alyp, Ox okuny AB duganyn
ortasy D nokatdan gegirelin.
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14.5-nji surat

Bu sektory 6zara den n sany sektora bolelin. n tlkeniksiz artanda her bir sektory
deniyanly ticbur¢cluk hokmiinde kabul edip bolyar. Sektorlarynn agyrlyk merkezleri

%R radiusly toweregin A B, dugasynda yerlesydrler. Sektorlaryin deiiligi sebépli

olaryn agramlary hem defl. Diymek, goylan mesele (agyrlyk merkezini kesgitlemek)
A B, duganyn nokatlarynda goylan parallel giiy¢lerin merkezini tapmaklyga ya-da

basgaca aydylanda radiusy %R bolan A B, duganyn agyrlyk merkezini tapmaklyga

syrykyar.
(14.5) formulada R-e derek %R—i goyup alarys:
XC:ZR-sma (14.6)
3a
Diymek, tegelegin sektorynyn agyrlyk merkezi onuii simmetriya okunda bolup,
tegelegin merkezinden ZRéﬂ aralykda yerlesyir.
a

14.4. Agyrlyk merkezini kesgitlemegin analitikii usuly.

Cylsyrymly geometrik formaly jisimin agyrlyk merkezi kesgitlenende jisimi
agyrlyk merkezleri yenillik bilen kesgitlenyan figuralara bolyarler. Her bir bolegin
agyrlyk merkezi kesgitlenenden sont jisimiii agyrlyk merkezini kesgitlemek {i¢in
jisimin gornisine layyklykda (14.2), (14.3) ya-da (14.4) formula ulanylyar. Bu
formulalardaky AV, ,AS, ,Al, ululyklar degislilikde jisimi diizydn boleklerin
gbéwriimi, meydany we uzynlygy bolup duryar.

Eger seredilydn jisimin oyulan yeri bar bolsa, onda oyulan yeri yok diyip kabul
etmeli, yone yokarda gorkezilen usul bilen hasaplama islerinde oyulan yerin
géwrimini (meydanyny, uzynlygyny) otrisatel hasap etmeli.

Getirilen usulyn ulanylysyna degisli mysallara seredip gegelin.
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Mysal. 14.6-njy suratda gorkezilen tekiz figuranyn agyrlyk merkezini tapmaly. Gerek
bolan 6lgegler suratda gorkezilen.

Yy A
& 20 >
A
20 T
A X III
\\ I ‘\ /I
\\\ \.:'C3 o
o Y U o
< C]_/* y . = AN
/I S~ II - -7 / K
7 \\O ~ - _- 1
'O el ol /) \
\ -~ ~ AN|
" - C, T
v .-~ BRI Vv >
) 100 X
14.6-njy surat
Coziilisi. Berlen figurany I, Il , Il goniiburgluklara bolelin. Her bir génuburglygyn

agyrlyk merkezi onun diagonallarynyn kesisydan nokatlarynda, degislilikde C,,C, ,C,

nokatlar bilen gérkezilen. Gonuburcluklaryn meydanlaryny S;,S,,S; bilen belgilélin.
Onda:

3
S
B kZ_lxk “ XS, +X,-S,+X;3-S; 10-800 +50-1200 + 90 -1000

=3 S,+S,+S 800+1200+1000 2%
3'S, 1792 T 93 + +
k=1
3
2V Sk s iy .S, 1y,-S, | 20-800+10-1200 -+ 25-1000
y _ k=1 _ Y1t Yoot Y309; ~17,66
T 3 S,+S,+5, 800 -+1200 +1000
k
k=1

netijani alarys.
Mysal. Oyulan tegelegin agyrlyk merkezini kesgitlemeli. Gerekli dlgegler: R =50sm,
r =10sm, O-tegelegin merkezi, O,—oyulyp alnan tegeleginn merkezi, OO, = 25sm.

)

b 4

14.7-nji surat
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Coziilisi. Bu figuranyn simmetriya oky bar. Koordinatalar baslangyjyny O nokatda
alyp, simmetriya okuny Ox ok hokmiinde alalyn. Elbetde, figuranyn agyrlyk merkezi
Ox (simmetriya oky) okunda yerlesyar.

Tegelegit meydany Sg = 7 -R?; oyulup alnan tegelegiii meydany S, =7 -r?,
Onda:

« _XO‘SR+Xq‘(_Sr)_O-ﬂ-RZ+25-(—7z~r2)_ —25.7-10°
o= -

Sp +(=S,) 7-RE—7z-r? 502 .7 -10% -z
Agyrlyk merkeziniii koordinatasy X, = —1.

~
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