4-nji BOLUM
Analitiki mehanika.

12-nji BAP
Analitiki mehanikanyn esaslary.
849. MUmKkin bolan oruntytgetmeler prinsipi.

1. Umumylasdyrylan koordinatalar.

2. Mimkin bolan oruniytgetme diisiinjesi.

3. Ideal baglanysyKklar.

4. MUmkin bolan oruntiytgetmeler prinsipi. Statikanyin umumy defilemesi.

49.1. Umumylasdyrylan koordinatalar.
Mehaniki sistemanyn dinamikasyna girisilende belldp gecisimiz yaly, n sany
material nokatdan ybarat bolan mehaniki sistema goylan baglanysyklar S sany
fL(X0 V1o 200 X0, You Zos e X0 Va2, ) =0,

f2(X1’yl’zl’XZ’yZ’ZZ""’Xn’yn’Zn):O !

fs (%0, Y1, 210 Xo, Y21 Zove s Xy Vi 20) =0
denleme bilen hasiyetlendirilyar. Eger f; funksiyalaryn argumentlerinin toplumyna t

(49.1)

wagt girmeydn bolsa, onda bu baglanysyklara stasionar baglanysyklar diyilyar. (49.1)
denlemeler sistemasy stasionar baglanysyklaryn denlemeler sistemasydyr. Eger f;

funksiyalaryn argumentlerinin toplumyna t wagt girydn bolsa, onda bu
baglanysyklara stasionar dil baglanysyklar diyilyar. Stasionar déal baglanysyklaryn
denilemeleri

F (X0 Y10 200 %o, Va1 Zg e X Vi 20 1) = 0,
f204, Y1 200 %o, Vai Zose o X Vi 200 1) =0,

fs (X0, Y10 200 %o, Va0 2oy ey X Vi 2, 1) = 0.

(49.2)

gorniislidir.
Bellik. Baglanysyklary (49.2) denilemeler sistemasy bilen berilydn mehaniki sistema
golonom sistema hem diyilyar.

Mundan beylak dine stasionar baglanysyklar goz oniinde tutuljakdyr.

n sany material nokatdan ybarat bolan, (49.1) denlemeler sistemasy bilen
berlen baglanysykly mehaniki sistema seredelin. Elbetde, bu baglanysyklar mehaniki
sistemanyn nokatlarynyn yerlesisine kébir ¢dklendirmeler goyyar. Mehanika nukday
nazaryndan seredenimizde, mehaniki sistemanyi nokatlarynyn 3n sany koordinatasy
biri-birine baglanysyksyz Uytgdp bilmeyérler. Sebdbi S sany baglanysyk
denlemesinden erkin S sanysyny (meselem, X;,X,,...,Xg) galan 3n-S sanysyndan
anladyp bolyar. Seylelik bilen, dinie 3n-S sany koordinatalary erkin hasaplap bolyar.

Berlen mehaniki sistemanyn yerlesisi Kkesgitlenende umumylasdyrylan
koordinatalardan peydalanmak amatly bolyar.
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Mehaniki sistemanyn ginislikde yerlesisini doly kesgitleyin, biri-birine
bagly dil parametrlere mehaniki sistemanyn umumylasdyrylan koordinatalary
diyilyar.

Umumylasdyrylan koordinatalarynn sanyna mehaniki sistemanyn erkinlik
derejesi diyilydr. Mysal Ucin kriwosip-satun mehanizmine seredelin; OA=r, AB=1.

YA

A%, ;)

49.1-nji surat
Bu mehanizmin yerlesisi ¢ burg bilen doly kesgitlenyar. 49.1-nji suratdan gorniisi
yaly, A,B nokatlaryn koordinatalary ¢ burcun iisti bilen seyle anladylyar:

X, =rcose ,
y,=rsing,

_ 2 2 ain 2
XZ—I‘COS(p+\/| —-resin“ ¢,
y,=0.

Gorniisi yaly, kriwosip-satun mehanizminin erkinlik derejesi bire den. Ikinji
mysal hokminde 6zara silindrik sarnir bilen birikdirilen AB we BC sterZenlerden
ybarat sistema seredelin; AB =1, , BC =1, .

AR >
(2] X
B(x;y,)

®,

y C(%;: ¥,)
M 49.2-nji surat

B,C nokatlaryn koordinatalary ¢y, @, burclar bilen kesgitlenyér, yagny
X, =l;sing,;

y; =l cosey;

X, =l sing, +1,sing, ;

y, =1, cosg, +1, cose, .

Gorniisi yaly, seredilydn mehanizmin erkinlik derejesi ikd den.
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49.2. MUmKkin bolan oruntytgetme diisiinjesi.

Mehanikanyn taglymatlarynyin biri bolan “Mimkin bolan orunuytgetmeler
prinsipi” bilen tanysmaga girigelin.

Hereketi baglanysyklar bilen ¢aklendirilen mehaniki sistemanyi nokatlarynyn
oruntiytgetmeleri erkin bolup bilmeyar. Meselem, stiiynmeyén | uzynlykly yup bilen
Ozara birikdirilen material nokatlaryn arasyndaky uzaklyk I-den uly bolup bilenok. I-
den uly boljak bolsa, yiip tiziilmeli, yagny baglanysyk bozulmaly bolyar.

Mehaniki sistemanyi miimkin bolan oruniytgetme diisiinjesini girizelin.

Berlen wagt pursatynda mehaniki sistemanyn nokatlarynyn baglanysyklar
tarapyndan c¢éklendirilmedik elementar oruniytgemesine mehaniki sistemanyi

l1Ki bilen

f(x,y,2)=0 (49.3)
defileme bilen berlen {stde yerlesydn material nokadynn miimkin bolan
orunuytgetmesini dwrenelin.

(49.3) denlemeden gorniisi yaly, koordinatalaryn ikisi (meselem, X,y) erkin
baha eye bolup bilerler, Ggtinji koordinata erkin koordinatalara bagly bolup duryar.
Diymek, bu nokadyn erkinlik derejesi iké den.

ZA

<vy

X 49.3-nji surat
Goy, material nokat M(x,y,z) nokatdan yakyn M'(x+,y+dy,z+ )

nokada ornuny Uytgeden bolsun. Elbetde, M’ nokadyn koordinatalary hem (49.3)
denlleméni kanagatlandyrmaly, yagny

f(X+X y+dy,z+02)=0
denlik yerine yetmeli. Bu denligin ¢ep bolegini Teyloryn hataryna dargydyp, ikinji
we yokary tertipli kicilikleri ayryp alarys:
of of of
f(X,y,2)+—0X+—0y+—52=0 (49.4)
OX oy 0z

Emma M(x,y,z) nokat (49.3) deiilemeli iistde yerlesyéndigi sebapli, f(x,y,z)=0.

Onda (49.4) denlikden seyle denligi alarys:

i5x+i§y+§5z:0 (49.5)
OX oy 0z

(49.5) denligin ¢ep bolegindaki oX,dy,oz ululyklara nokadyn koordinatalarynyn

wariasiyalary diyilyar. oF =(X,dy,0z) wektor material nokadyii miimkin bolan

oruniiytgetmesini kesgitleyér.
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Belli bolsy yaly, ﬁz[q q,gj wektor (49.3) denlemeli {iste

ox oy’ oz

perpendikulyar. (49.5) deiileme i we orF wektorlaryin perpendikulyardyklaryny
((fi,oF)=0) gorkezyir. Bu bolsa material nokadyn miimkin bolan oruniiytgetmesinin
nokadyn su pursatda yerlesydn yerinde iiste gecirilen galtagsma tekizliginde bolup
gecyandigini anladyar.
Bellik. (49.5) denligi kanagatlandyryan islendik (&%, dy,dz) toplum nokadyi miimkin
bolan oruniytgetmesini kesgitleyér.

Indi n sany material nokatdan ybarat S sany baglanysykly mehaniki sistema
seredelinl. Goy, sistema goylan baglanysyklar
Fu (X0 Y100 200 X0 Yo Zose oo X Vi 20 ) =

0
f2(X1’y1’21’X2’y2122’ Xy Y Z n) 0,

fo (X0 Y1120 Xor Yor Zovee ey Xy Vs 2 ) =0
defilemeler bilen berlen bolsun. &F = (5, dy;, ;) , ( -1 ) “i" nokadyh miimkin

bolan oruntiytgetmesini kesgitleyan wektor.
Yokardaka menizeslikde or, wektorlaryn koordinatalary asakdaky denlemeleri

kanagatlandyrmaly,

3

i 15y1 162 afl5x2+ —L 8y, + 15z+ A+

0X, ay 62l OX, oy, oz,

+6f15xn+ Loy, + 15zn:0,
oX,, oy, 0z,

af— oty —2, + s &, + Xy —2 &K, + Xy —28,+ Iy Oy +.t

0%, 8y 0z, oX, oy, 0z,

+ 5xn+6f2 §yn+af2 &, =0, (49.6)
aXr'l 8yn azn

of of of of of s

of
S X A —N, +— A —K, +— &, + —>, +...+
ox, 1 8yl %, 521 1t ox, 2t oy, — K, oz, 2

of
OX

+

X, + ot + 552 =0.
n ay @/ Zn

1
wektorlar toplumy mehaniki sistemanyn miimkin bolan oruniytgetmesini kesgitleyar.
Goy, mehaniki sistemanyn yerlesisi  ¢;,0,,...,0, umumylasdyrylan
koordinatalar bilen kesgitlenyadn bolsun. Elbetde, sistemanyn nokatlarynyn dekart
koordinatalary umumylasdyrylan koordinatalara bagly, yagny:
X; = X; (0, Az G ) -
yi = vi(oy, 05,0 0) =11, (49.7)

i = Zi(Ch’CIz’---’Qk)-

Seylelik bilen, koordinatalary (49.6) denlemeleri kanagatlandyryan o (i :L_n)
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Seyle-de, dekart koordinatalarynn wariasiyalary bilen umumylasdyrylan
koordinatalaryn wariasiyalarynyﬁ arasynda seyle baglanysyk bar:

a% é‘ql a(12 &12 . aQk éqk ’

S, = 8y, 5q1+ ay, 5q2+ +§y‘ &, i=Ln, (49.8)
Oy CIk

z: = i _|__| | .
= Ly Ly L

49.3. Ideal baglanysyklar.

Bu boliimgede ideal baglanysyklar diylip atlandyrylyan baglanysyklar bilen
tanysalyn.

Eger mehaniki sistemanyn islendik miimkin bolan oruniytgetmesinde
baglanysyklaryn reaksiya giiycleriniii elementar isleriniii jemi nola defi bolsa, onda
bu baglanysyklara ideal baglanysyklar diyilyar.

Sirtilmesiz  bolan geometrik  baglanysyklar ideal baglanysyklardyr.
Surtilmesiz geometrik baglanysylaryn kébirlerine seredip gecelin.

1) Yylmanak iistde yerlesyin material nokat.

N

49.4-nji surat

Belli bolsy yaly, yylmanak iistii N reaksiyasy iste perpendikulyar. Nokady
mamkin bolan or orunilytgetmesi bolsa galtasma tekizliginde yatyar. Diymek,
(N, or ): 0, yagny reaksiya giiyjiinin elementar isi nola den.

2) Gozganmayan nokady bar bolan gaty jisim.

rl

49.5-n jI surat
Bu yagdayda reaksiya giiyji gozganmayan nokada tédsir edydr. Diymek, bu giiyjln isi

nola den.
3) Ozara sarnirli birikdirilen gaty jisimler (meselem, OA we OB sterzenler).
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49.6-nji surat B

Dinamikanyti 11T kanuny boyunca N =—N'. Bu yerde N, N’ sterzenlerini 6zara
tasir glycleri. O nokada &F mumkin bolan oruniiytgetme berelin. Onda N, N’
giyclerin elementar isleri degislilikde N-orcosp we N'-or COS(1800 —(p)z
=—N'dr cose den.
Elementar islerini jemi:

N -orcosp—N'-drcosp=(N—N')-drcosp=0
4) Erkin gaty jisim. Gaty jisimin Uytgemeyan sistemadygy sebapli icki giiy¢lerinin
elementar iglerinin jemi nola den (§40).

5) Siiynmeyén yiip bilen amala asyrylyan baglanysyk.

Goy, M;,M, material nokatlar yylmanak halkadan gecirilen siynmeyan yup
bilen birikdirilen bolsun.

o . W, W TR L

5'72!
49.7-nji surat il

M., M, nokatlara goylan T,, T, dartys giiycler 6zara def, T, =T,.

M,,M, nokatlaryn orunlytgetmelerini degislilikde o ,dF, bilen belgildp, bu

orunilygemeleri yiipiin ugry we yipe perpendikulyar ugur boyunca duzdjilere

dargadalyn. off — M, nokadyn orunilytgetmesi, of, — M, nokadyn orunuytgetmesi.
M=o+ .  H=d;+d

Yiipiiti sitynmeyandigi sebapli, |oF| = |dF; |. T,,T, giiycleriii elementar islerinifi jemi:

T, -0/ =T, -or,=0.

49.4. MUmKkin bolan oruntytgetmeler prinsipi. Statikanyi umumy defilemesi.

Statikanyn meselelerini ¢6zmekligin umumy usulyny berydn mUmkin bolan

oruntytgetmeler prinsipi sundan ybarat:

Ideal baglanysykly mehaniki sistemanyn berlen pursatda denagramlykda bolmaklygy

ticin mehaniki sistemanyn islendik miimkin bolan oruniiytgetmesinde goylan

giiyclerin elementar islerinin jeminin nola den bolmaklygy zerur we yeterlikdir.

Subudy.

Zerurlygy. Goy, berlen pursatda mehaniki sistema denagramlykda bolsun. Mehaniki

sistemanyn M erkin nokadyna seredelin. Sertli belgilemeleri girizelin:
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F —M nokada tasir edyan goylan giyc;
N —M nokada tésir edyan reaksiya giiyji.
M nokadyn deniagramlykdalygy sebapli, F+N =0.
Mehaniki sistema kabir oruniytgetme berelin. Seylelikde, M nokat or
orunilytgetme alar.

R 49.8-nji surat o
p—F we or wektorlarynn arasyndaky bur¢c. F,N giiyclerin elementar islerini

degislilikde O0A:,0A, bilen belgilap taparys:
A =(F,oF)=F -orcose,
A, =(N,oF)=N -5rcos(1800 —(p):—N - OF COSp.

Bu yerden

M- + A, =F -orcosp + N -5rcos(1800 —(p):(F ~N)-drcosp=0
Seylelik bilen, 6Ac + Ay =0. M nokadyn erkinligi sebépli, alnan denlik mehaniki
sistemanyn ahli nokatlary tcin hem yerine yetmeli, diymek,

D> oA+ Ay =0

Seredilydn mehaniki sistema ideal baglanysyklydygy sebapli, > 8Ay =0. Onda
yokarky defilemeden > SA- =0 bolyandygyny alarys. Yagny sistema goylan
giiyclerin elementar isleriniii jemi nola den.
Yeterlikligi. Goy, berlen pursatda mehaniki sistemanyf islendik miimkin bolan
orunilytgetmesinde goylan giiyclerin elementar islerinifi jemi nola den bolsun, yagny
> 6Ar =0 bolsun. Eger sistemanyfi nokatlarynyi tizlikleri su pursatda nola defi
bolsa, onda mehaniki sistemanyn herekete girmejekdigini subut edelin. Muny subut
etmek licin tersinden gaydalyn. Goy, sistema denagramlyk yagdayyndan herekete
giryan bolsun. Mehaniki sistemanyii erkin M nokadyna tasir edyan goylan F we N
reaksiya giiycleriniii  defitdsiredijisi R  giiyjint  tdsirinde M nokat kabir
SF oruniiytgetme alar. Berlen pursatda M nokadyf tizliginiii nola dendigi sebépli R
we or wektorlar ugurdasdyrlar.

49.9-nji surat
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densizligi alarys. Alnan densizligi mehaniki sistemanyn &hli nokatlary Ugin yazyp,
Ozara gosup taparys:
D oA+ A, >0

Emma > 6A, =0 (ideal baglanysyk). Onda > 6A- >0. Bu bolsa > SA- =0 serte
gargy gelydr. Seylelik bilen, > 6Ar =0 sertde mehaniki sistema herekete girip
bilmeyar.
Zerurlyk we yeterlik sertler subut edildi.

Elementar isin analitiki  gOrniisinden peydalanyp, miimkin bolan
orunuiytgetmeler prinsipini

YRy + Fydy; + F,0z)=0 (49.9)

gorniigde yazyp bileris, bu yerde F,,F ,F, -sistemanyfi “i “nokadyna goylan F
glyjun dizijileri, ox;,dy;,0z;-“1 ” nokadyn koordinatalarynyn wariasiyalary. (49.9)

------

Muamkin bolan oruntytgetmeler prinsipinin ulanylysynyn kdbir mysallaryna
seredip gecelin.
Mysal. Berlen pursatda P we Q giiycleriii tisirinde gorizontal tekizlikdaki kriwosip-
satun mehanizminiii defiagramlykda bolmagy iicin néhili sertin yerine yetmelidigini
kesgitlemeli. Q -A sarnire goylan OA kriwosipe perpendikulyar giiyc, P-B porsene

goylan guye.
Coziilisi.

49.10-nji surat
Kriwosip-satun mehanizmine miimkin bolan oruniiytgetme berelift. &5 ,-A nokadyii

oruniiytgetmesi, 55 -B nokadyii oruniiytgetmesi. Bu oruniiytgetmede P,Q giiyclerin

elementar islerinin jemi nola den bolmaly:
PdSg; —QdS , =0.
, P dSA dSA . v . v
Bu yerden —=—". —" -gatnasygy kesgitlemek {igcin AB satunyn pursatdaky
Q dS; dSg
tizlikler merkezini (C nokat) ulanalyn:
dS, _vp-At v, w-AC _AC
dSg uvg-At vy w-BC BC
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Sinuslar teoremasyny ulanyp, ABC tcburcglukdan alarys:

AC  cosy
BC sin(p+w)
. P cosy . = = . :
ya-da —=——+"—. Diymek, P,Q giycler yokarda alnan serti kanagatlandyrsa,
Q sin(p+y)

kriwosip-satun mehanizmi berlen pursatda defiagramlykda bolyar.

Mysal. Hyrly gysyjynyn (press) AB tutgujyna gorizontal tekizlikde yerlesyan (IS,—IS)
jubut tasir edyér, giycler AB tutgyja perpendikulyar. AB =2l, hyryn &adimi h.
Gysylyan jisim néce glyc bilen gysylyar?

Coziilisi.

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

49.11-nji surat

Gysylyan jisimifi reaksiya giiyjini N bilen belgilap, seredilyan sistema
mumkin bolan oruniiytgetme berelin. Munun ii¢in gysyjynyn tutgyjyny o¢ burga
owirelin. Seylelikde, gysyjynyn jisimi gysyan bolegi asaklygyna oh oruniytgetme
alar.

Tasir edyén giiy¢lerin elementar islerinifi jemi nola den bolmaly, yagny

2P-1-6p—N-6h=0
bu yerden
N=2P-I 09 ™)
oh

% gatnasygy kesgitlalin.

Gysyjynyh tutgujy bir aylaw (27) edende tutgujyn gysyan bolegi bir adim (h)
asak diisyar. Diymek, ? = % , bu yerden, %0 = ZT” Onda yokardaky (*) deilikden
T

alarys:
Az -P -1
h
Soralyan guyc¢ ululygy boyunca N-e den (dinamikanyn I1I kanuny).

N =
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850. Dinamikanyi umumy derlemesi.

1. Umumylasdyrylan giiycler.

2. Umumylasdyrylan koordinatalarda mehaniki sistemanyn denagramlyk
serti.

3. Dinamikanyi umumy derilemesi.

50.1. Umumylasdyrylan giiycler.

Erkinlik derejesi k bolan n sany material nokatdan ybarat mehaniki sistema
seredelin. q,,Q,,...,q, -sistemanyn umumylasdyrylan koordinatalary. F (F,X, Fy F,Z)
sistemanyn “i ” nokadyna tasir edyan goylan guyc.

Gecen paragrafda belldp gecisimiz yaly, mehaniki sistemanyn nokatlarynyn
dekart koordinatalary umumylasdyrylan koordinatalara bagly

X; = X; (0, Az G ) -
Vi = ¥i(Gy, Gp.e0 ) T=11, (50.1)
2, =7(0, Q.- G) -

funksiyalar  bolup duryarlar. Seyle-de, sistemanyn nokatlarynyn  dekart
koordinatalarynyn wariasiyalary umumylasdyrylan koordinatalaryn wariasiyalaryna

bagly:

| Xi |
i aql &']1 a 5(:]2 +.. aqk a:]k )
5yi=%5ql+8y' e (502)
| | az|
i aql &:Il a a:]Z 6qk &k '

Belli bolsy yaly, F. giiyjiih nokadyii oF oruniiytgetmesindaki elementar isi F;, ¥,

wektorlaryn skalyar kopeltmek hasylyna den, yagny -
A =(F,o)=F, -6 +F, -&; +F,-& , i=1n

Bu aillatmany "I" indeks boyunca gosalyn. Seylelikde, (50.2) denligi ulanyp,
Ny, A, ..., kOpeldijileri yayyn dasyna ¢ykaryp taparys:

i-1 o, Y og,

OX; oy, 0z; }
+ & +F, b B, | (50.3)
22( qz Y o, aq,

X o N o
+ a:] ix ~ T FI FIZ —
kz( 8qk Y 60, anj

(50.3) denlik mehaniki sistema goylan giiy¢lerin elementar isleriniin jemini beryar.
Sertli belgileme girizelin:

268



(50.4)

n
Z(Fix gi"‘ Fiy %"‘ F, %j =Q -
i-1 0y o0, o0y
Onda (50.3) denlikden sistema goylan giiyclerin elementar islerinin jeminin
umumylasdyrylan koordinatalaryn iistiinden anladylysyny taparys:
2O =Qp -y +Qp - Ay +.+ Q- A (50.5)

Yokarda getirilen Q. ] =1,n ululyklara umumylasdyrylan giiycler diyilyar.
Umumylasdyrylan giiycleri kesgitlemek tgin (50.4) denligi ya-da asakda gorkezilen
usuly ulanmaly.

Mehaniki sistema dine bir umumylasdyrylan koordinata (qj) artdyrma alyp,

galanlary artdyrma almaz yaly oruntiytgetme bermeli, yagny
a]l :0, &2 :O,..., a:]]_l :0, a:]J -750, &Jﬁ-l :0,..., &k :O
bolsun. Onda (50.5) denligin esasynda alarys:

2:‘5% ::cgj'éqj
bu yerden:
L = M 50.6
Q; 5, (50.6)

(50.6) denlikden gorniisi yaly, umumylasdyrylan giiyjiin olgeg birligi giiy¢ Olgeg
birligi ddl. Umumylasdyrylan giiyjiin 6l¢eg birligi mehaniki isin olgeg birliginini
degisli umumylasdyrylan koordinatanyn 6lceg birligine gatnasygy yaly kesgitlenyér:

[is]
kgj] [qj]
50.2. Umumylasdyrylan koordinatalarda mehaniki
sistemanyn denagramlyk serti.
Mehaniki sistemanyni deflagramlyk sertini umumylasdyrylan koordinatalarda
almak dgin (50.5) denligi ulanalyn.
Mamkin bolan oruntiytgetmeler prinsipinden, seyle-de, (50.5) denlikden
mehaniki sistemanyn berlen pursatda deniagramlykda bolmagy ii¢in
Q- +Qy -y +...+Q - =0 (50.7)
denligin yerine yetmekliginin zerurlygy we yeterlikdigi gelip ¢ykyar. Bu denlik
mehaniki sistemanyn islendik miimkin bolan orunliytgetmesinde yerine yetmeli.
Emma &q,,49,,...,9, ululyklar biri-birine bagly dil. Sol sebdpli (50.7) denlikden

Q,=0,Q,=0,.,Q,=0 (50.8)
bolmalydygy gelip ¢ykyar. Seylelik bilen, ideal baglanysykly mehaniki sistemanyn
berlen yagdayda denagramlykda bolmagy icin sistemanyn su yagdayynda
hasaplanylan umumylasdyrylan giiy¢lerin nola deii bolmaklygy zerur we yeterlikdir.
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Bir mysala seredelin.
Mysal. Uzynlygy 2l,, agramy P, bolan OA sterzen O nokada sarnirli birikdirilen. OA

sterzen bilen uzynlygy 2l,, agramy P, bolan AB sterzen sarnirli birikdirilen. AB
sterzenin B nokadyna I33 gorizontal glyc goylan. Mehanizm wertikal tekizlikde
denagramlykda saklanyar. OA, AB sterZenlerii wertikal bilen emele getiryén ¢, , @,

burclaryny kesgitlemeli.
Coziilisi.

L Zo'

|

Y w0

50.1-nji surat

C,(X, y;)-OA sterzenin ortasy C,(x,,Y,)-AB sterzenifi ortasy. X,y oklaryny 50.1-nji
suratda gorkezilisi yaly alalyn. Goylan giiycler: IS’1 = (O, Pl), I32 = (0, Pz), I33 = (PS,O).
(50.3) denlikden peydalanyp goylan giiyclerin elementar islerinini jemini
yazalyn
OA=P, - + Py -+ Py -+ Py -, + Py - X+ By -y = *)
=R+ POy, + Py -0
(*) denlige giryan oy,,dy,, K, wariasiyalary hasaplamak gin vy,,Y,,X; ululyklary
umumylasdyrylan koordinatalaryn, yagny ¢,,@, ululyklaryn isti bilen anladalyn
(50.1-nji surat):
y; =l -cose,
y, =2l -cosg, +1, -cose, ,
Xg =21, -sing, +2l,-sing, .
Getirilen denliklerden (50.2) denileménin esasynda taparys:
&, =—,-sing, - ¢ ,
&, ==2l,-sing, -6¢ — 1, -sing, - 50,
X3 =21, -cose, - ¢, + 21, -cose, - dp, .
Tapylan wariasiyalary (*) denlikde yerine goyalyn:
OA=—P,-l,-sing, -6¢p, — 2P, -1, -sing, - 5 — P, -1, -sing, - 5, +
+2P; -1, -cosg, - 0, + 2P; -1, - cosg, - 5S¢,
ya-da:
A=(=P. -1, -sing, —2P, -1, -sing, + 2P, -1, - cosg, )- 5, +
+(2P, -1, -cosp, — P, -1, -sing, )- 8¢,
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Alnan denlikde J¢,0¢, wariasiyalaryn koeffisiyentleri degislilikde ¢, @,
umumylagdyrylan koordinatalara degisli umumylagdyrylan giiy¢ler bolup duryarlar.
Diymek,

Q,, =—R -l -sing —2P, -1, -sing, +2P; -, -cosg, ,
Umumylasdyrylan giiy¢leri nola detldp, ¢, ¢, burclary kesgitlaris:

2P; -1 2P
Q, =0 =19¢ = = et
Pl +2P, -, P +2P,
2P, -1, 2P
=0 =igp, =2 2=58
Q¢2 g¢2 P2'|2 P2

50.3. Dinamikanyn umumy defilemesi.

Mimkin bolan oruniytgetmeler prinsipi statikanynn meselelerininn ¢oziilisinin
umumy usulyny berydr. Dalamberin prinsipi dinamikanyn meselelerini ¢6zmeklikde
statikanyn usullaryny ulanmaklyga miimkingilik beryar. Bu iki prinsipi bilelikde
ulanyp, dinamikanyn meselelerini ¢6zmekligin umumy usulyny kesgitlap bolar.

Goy, seredilyin mehaniki sistema ideal baglanysykly bolsun. Mehaniki

sistemanyfi nokatlaryna tisir edyin F, berlen we N, reaksiya giiyclerden dasary
olaryt F" inersiya giycleri bilen tasir edilse, Dalamberifi prinsipine layyklykda
mehaniki sistema defiagramlykda bolmaly, yagny F,, N F" (i :ﬁ) guycler

denagramlasan giiycler sistemasyny emele getirydrler. Onda miimkin bolan
orunilytgetmeler prinsipinden taparys:

Z5Aﬁl +Z§Aﬂi +Z5AFiin =0.
Emma mehaniki sistema ideal baglanysyklydygy sebipli » oA; =0. Diymek,
netijede

S + 30, =0 (50.9)
denligi alarys. Alnan netije Dalamber-Lagranzyn prinsipini gérkezyar:

Ideal baglanysykly mehaniki sistemanyn hereketinde islendik wagt
pursatynda berlen giiyclerin we inersiya giiyclerin elementar isleriniin jemi nola
dern.

(50.9) denleméni analitiki gorniisde yazalyn:

Z(Fix +Fy )&i + Z(Fiy + Fi;/n )@i + Z(Fiz +Fy )&i =0 (50.10)
Bu denlemd dinamikanyin umumy deflemesi diyilydr. Dinamikanyfh umumy
denlemesini seyle gorniisde hem yazyp bolar:
S(E+E" o )=0. (50.11)
Bu yerde or;—i ”nokadyn elementar orunilytgetmesi.

(50.9) we (50.10) denlemeler mehaniki sistemanyn hereketinin differensial
defilemesini yazmaga miimkingilik beryér. Seylelikde, eger mehaniki sistema birnédge
gaty jisimlerden ybarat bolsa, onda her bir jisime tasir edydn berlen guyclere
saylanyp alnan merkezde goylan inersiya giiy¢lerinin bas wektoryny we inersiya
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glyclerinin bu merkeze gord bas momentini gosmaly. Sundan son miimkin bolan
oruntiytgetmeler prinsipini ulanmaly.
Bir mysala seredelin.

aylanma okuna goré inersiya radiusy o, bolan 1 belgili sesternya M aylandyryjy
moment goylan. Dagyna yiip oralyan 2 belgili baraban yene bir sesternya bilen
berkidilen we olaryn umumy agramy P,, aylanma okuna goré inersiya radiusy p,.
Sesternyalaryn radiuslary degislilikde r, we r,. Barabanyn radiusy r, goterilyan
jisimifi agramy Q. Yiipiii agramyny we oklardaky siirtiilmini gz 6fiinde tutmazdan
jisimin tizlenmesini kesgitlemeli.

Coziilisi.

50.2-nji surat
Mehaniki sistema tésir edyan berlen giiycleri (51,52 Q) we 3 belgili jisimii

Q.

If;” inersiya glyjini, seyle-de6 1,2 jisimlerin nokatlarynyn inersiya giiyclerinin
M.;",MI bas momentlerini sekillendireli. Fi",M;",MJ" ululyklaryfi absolyut
bahalary:

Q

R :m3-a3:5-a3 )

in| _ i 2 _Pl 2
‘Ml =l-e=m-pf-6=—"-p &,
g
in 2 Pz 2
‘Mz =l g =My py -8, =—2-p; -85 .

Mehaniki sistema mimkin bolan orunuytgetme berelin we (50.9) deflleméni diizelin.
~(Q+F")- B+ (M -MP)- 5 ~MY -5, =0 *)
bu yerde d¢—1 jisimin oruniytgetme burgy; o@,—2 jisimin oruniiytgetme burgy;
0S;-3 jisimin oruniytgetmesi.
o@, we SS;ululyklary d¢, ululygyn iisti bilen anladyp taparys:

272



RK; =r-09, ,

op 1, I
Zr _ 72 o0 =-%-00, .
op, 1 " n V2

Bu ululyklary we F,", M", M2 ululyklary (*) defilemede goyup, alnan defileméni

o, ululyga gysgaldyp taparys:
g g n U
(**) denlema girydn &, &, ululyklary gozlenyan a, - tisti bilen anladalyn:
r .
82:% , 81:82‘r_2:—2 a3
r A Y

we (**) denlemede yerine goyup, gozlenilyén ululygy kesgitlaris:
Fry 2 0
n
a; = -g
2.Q+p; P+ pr ‘ I:)1
r1

=0 ()

851. Lagranzyi ikinji gorniisli defilemeleri.

1. Umumylasdyrylan inersiya giiycleri.

2. Lagranzyn ikinji gorniisli defilemeleri.

3. Mehaniki sistema tasir edyin giiycler potensial bolanda Lagranzyn ikinji
gorniisli denlemeleri.

51.1. Umumylasdyrylan inersiya giiycleri.
n sany material nokatdan ybarat mehaniki sistema seredelin. Asakdaky
belgilemeleri girizelii:
I, -“i ” nokadyn gozganmayan nokatdan gegirilen radius-wektory;

F = (F F, ,F, )i ” nokada tisir edgéin berlen giiye;

ix iy iz
F" = (FD'(” : F,;”, F.r ) “i ” nokadyn inersiya giiyji;
d;,d5,....,0s -mehaniki sistemanyn umumylagdyrylan koordinatalary.

Onki paragrafda mehaniki sistema tisir edyin berlen giiyclerifi elementar
islerinin jemininl tapylysyna menzeslikde, sistemanyi inersiya gliyclerinin elementar
islerinin jemi seyle tapylyar:

YA =Q" &y +Q) - Xy +...+ Q- ANy (51.1)
Bu yerdaki:
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i=1 5q1 1 i=1
in L in in 8y| in i J d ("ln aﬁ j
F) X F, +F, =3 F", |,
2 E( a9, ” ag, aq, .; aq, (51.2)

in 4 in in ay in ] L (”in or; j
=> | Ry —+ F, —+F;, R —
° E[ 0 g 00 00 ; 0ds

''''''

ululyklara umumylasdyrylan inersiya giiycleri diyilyir. Umumy gorniisde
yazanymyzda umumylasdyrylan inersiya giiy¢leri ligin

or: .
= Fh— |, j=1 (51.3)
i Zl[ aa; ] J

formulany alarys.

51.2. Lagranzyn ikinji gorniisli denilemeleri.
(51.1) denlik bilen kesgitlenydn umumylasdyrylan inersiya giiy¢lerinin
elementar iglerinin jemini we Onki paragrafda getirilen (50.5) denlik bilen
kesgitlenydn berlen giliyclerii elementar islerinii jemini dinamikanyii umumy

denlemesinde (50.9) goyup alarys:

(@ +Qi")- 50, +(Q, + QI )- G, +...+ (Qs +QF)- Gy =0 (5L.4)
Ny, A,,....,005 wariasiyalaryn ozara bagly daldigi sebapli (51.4) denlemediki her bir
gosulyjy nola dei bolmaly, yagny:

Ql +Qin -0
QZ +Q£n = (515)
Qs +Qén =0.

Dinamikanyn meseleleri ¢0zlende (51.5) denlemelerden peydalanyp bolar.
Emma umumylasdyrylan giiy¢ler mehaniki sistemanyn kinetik energiyasynyn {isti
bilen anilladylanda, mehaniki sistemanyn hereketinini differensial defilemesini diizmek
yenillesydr. Mélim bolsy yaly,

Onda (51.3) formuladan alarys:
n ~n OF n do, o n do, o

_Ql'n - _Fim,_l - ml_l,_l - ml _I,_I (516)
J '21—:{ aqu '2;‘[ dt aqu 'é [dt 5qu

do, o,

—1L, —'J skalyar kopeltmek hasylynyn iistiinde kébir 6zgertmeleri yerine

Su yerde ( dt o,

yetirelin:
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o, on | _df; oh | |5 dfch (51.7)
dt oq; ) dt aq; dt 8q

(51.7) denligin dogrudygyna yonekey differensirlemek bilen goz yetirip bolar.

Ozgertmelerinl yzyny

O _ 00 e ) K |_ 06 (51.8)
aq; oq; dt aq aq;

deiilikler bilen dowam ederis. Ilki bilen bu deiliklerii dogrudygyny subut edelin.

Elbetde, mehaniki sistemanynn nokadynyn radius-wektory umumylasdyrylan
koordinatalara bagly, T, =F.(q,,ds,....,ds ). Diymek

D’_ﬁ_ar q+a_rq+ +6_rq
dt aq, Codg, ¢ ags
Bu yerden 8_UI = (j—r' Oniim almakda orungalsyrma kanunyndan peydalanyp
dj  cd;

taparys:
d| or o (dr) Jg,
dt(@q ] aq; (dt} a
Subut edilen (51.8) denlikdéki ululyklary (51.7)-de yerine goyalyn.
walibaHeaa)ab e )
dt "aq; ) dt| ''og dt| oq dt| ' aq " oq,
:1{11(@,@)}1@5 ,;i)zg{;ﬁ)}_m)
dt| 2 0q; 20q; dt| 2 oq; 2 0q;
Alnan denligi (51.6) denlikde goyup alarys:

Qr [0 9] (e[ Lolef)] Lolut) 830 (In)-
o Y dt e, ) T '\dtj2 0d; | 2 6q; | dtiTog;\2

dl o &1,
— U] —muv’ |—— m, U
S o el B
Alnan anlatmadaky jemler mehaniki sistemanyn kinetik energiyasy bolup duryar.
Diymek, seyle netije alyndy:

oaT | ot . —
—Qn= ~ . j=1S, 51.9
Qj dt[@q ] 2, j (51.9)

bu yerde T-mehaniki sistemanyn kinetik energiyasy.
Alnan (51.9) formulany (51.5) denllemeler sistemasynda goyup taparys:
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dfer)_ar_,
dt\og, ) oq
dfear)_ar
dtlog, ) oq, 2 (51.10)
diar)_ar
dtl ods | o0

Tapylan (51.10) denlemeler stasionar we ideal baglanysykly mehaniki sistemanyn
hereketininn differensial detilemeleri bolup, bu denlemelere Lagranzyn ikinji
gorniisli denlemeleri diyilyar.

Bellik. Elbetde, Lagranzyn ikinji gorniisli denlemeleri stasionar we ideal
baglanysykly sistemalar ii¢in alyndy. Emma, bu detilemeler ideal baglanysykly
golonom sistemalar G¢in hem dogrudyr. Mehaniki sistema tgin (51.10) denlemeler
dizilende asakda getirilen tertibi saklamaly:

1. mehaniki  sistemanyn  erkinlik  derejesini  kesgitldp, umumylasdyrylan

koordinatalary girizmeli;

2. mehaniki sistemany erkin yagdayda sekillendirip, tasir edyén glycleri gorkezmeli;
3. umumylagdyrylan Q; guycleri kesgitlemeli, seylelikde, sistema oruntytgetme

berlende degisli umumylasdyrylan koordinatanyn artdyrmasyny polozitel ugra
bermeli;

4. mehaniki sistemanyn kinetik energiyasyny kesgitlemeli;

5. (51.10) denlemeleri yazmaly.

Bir mysala seredip gegelin.

Mysal. Uzynlygy 2l bolan fiziki mayatnigin (sterzen) yrgyldyly hereketinin

differensial denllemesini yazmaly.

Coziilisi.

51.1-nji surat

Fiziki mayatnigin erkinlik derejesi bire den;
@-umumylasdyrylan koordinata (sterzenin wertikaldan gysarma burgy);
P -agyrlyk guyji;
C - mayatnigin agyrlyk merkezi, OC =CA=1.

Umumylasdyrylan koordinata S¢ artdyrma bereli. Seylelikde, C nokat 5
oruniiytgetme alar, 8S. L OA.

Belli bolsy yaly, agyrlyk giiyjiinin mehaniki isi wertikal boyunca orunliytgema
bagly. Onda
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OA=—P-h=-P-8; -sinp=—P-1-sinp-dp=—mglsin pogp
Bu yerden umumylasdyrylan giiy¢ Q, =-mglsing.
Fiziki mayatnigii kinetik energiyasyny kesgitlalin.
2 . 2 .2
T2 Ly 22z,
2 2 3 2 3
bu yerde I-fiziki mayatnigin aylanma oka goérd inersiya momenti.
Lagranzyn II gorniisli defilemesi:

d(oT) oT
—| = -2 =q,. (*)
dt\op ) O@
ar , o ululyklary tapalyn:
op Op
oT _4ml® aT _,
op 3 - Op

Bu ululyklary we umumylasdyrylan giiyji (*) denlemede goyup, fiziki mayatnigin

hereketinin differensial denlemesini gml2 -¢p=-—mgl-sing gorniisde alarys ya-da

i—? = k? sertli belgileméni girizip taparys:

$+k’sinp=0
Elbetde, ki¢i yrgyldylarda sin ¢ ~ ¢ takmynan denligi ulansak, yokardaky defleme
@+ k?p=0 gorniise eye bolar.

51.3. Mehaniki sistema tisir edyidn giiycler potensial bolanda Lagranzyn ikinji
gorniisli dernilemeleri.

Goy, mehaniki sistema tésir edyan giycler potensial glycler bolsun. Basgaga
aydylanda mehaniki sistema potensial meydanda hereket edyan bolsun. Onda 41-nji
paragrafdan belli bolsy yaly, U(x,y;,z),i=1n funksiya tapylyp, bu funksiyanyi
doly differensialy tésir edydn giiyclerin elementar islerinini jemine den:

> oA =dU (51.11)

41-nji paragrafda belldp gecisimiz yaly U funksiya potensial meydanyn giiyc
funksiyasy  diyilydr.  Sistemanyn  nokatlarynyn  dekart  koordinatalary
umumylagdyrylan  koordinatalara  baglydygy sebé&pli U  funksiya hem
umumylasdyrylan koordinatalara bagly, U =U(q,,q,,....,ds ). Onda (51.11) detilikden

alarys:
ouU ouU
son = 80
o0 ' ad,
Tésir edydn giiyclerin elementar islerininn jemini kesgitleyan (50.5) formuladan we
(51.12) denlikden alarys:
U ou

ouU 0
—=Q,, —=Q,,...,—=0 51.13
oq, ! ad, 2 00 > ( )

ya-da potensial energiya 77 =-U bolandygy sebapli:

ouU
5q2+...+£&15 (51.12)
S
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Q=-2".Q=-2" . Q=L (51.14)

g, o, Qs
Seylelik bilen, tasir edyan gulycler potensial guycler bolanda,
umumylasdyrylan U giiy¢c funksiyasynyn degisli umumylasdyrylan koordinata
boyunca ©6nUmine ya-da ters alamat bilen alnan sistemanyh potensial
energiyasynyn degisli umumylasdyrylan koordinata boyunca oniimine den.
Lagranzyn funksiyasy diylip atlandyrylyan
L=T-11 (51.15)
ululygy girizelin; bu yerde T-sistemanyn kinetik energiyasy /7-sistemanyi potensial
energiyasy.
Lagranzyn funksiyasy g (i =1S ) umumylagdyrylan koordinatalara, (; (] =15 )
umumylasdyrylan tizliklere bagly, L = L(ql,q2 S o PO o Mo PRI o I8 )
Lagranzyn ikinji gorniisli defilemesini 6zgerdip yazaly:
d (8T] oT oIl
dt{ aq;

___Q_ _
oq; ' og;
ya-da

=0

dpoar | ot N oll
dt{ oq; ] oq; aq;

11 umumylasdyrylan tizliklere bagly dil. Onda yokardaky deiiligi dowam edip
alarys:

d aT_aH] O (r_m)=0.

dt{ o, aq, ) ag,

dfo (T—H)J—i(T—H)zo,

dt a aq;
dpob|_ o g4 (51.16)
dt{ aq; | oq;

Alnan (51.16) defileméni her bir j indeks ¢in yazyp,

dfoL)_od _,
dtlag, ) oq, (51.17)

denlemeler sistemasyny alarys. Alnan denlemeler sistemasy ideal baglanysykly
golonom mehaniki sistemanyn potensial meydandaky hereketini hasiyetlendiryar.
(51.17) denlemelerin ulanylysyna degisli mysala seredip gegelin.
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Mysal. Gorizontal tekizlikde typman hereket edyédn P agramly birjynsly katogyn B
merkezine | uzynlykly Q agramly birjynsly BD sterzen sarnirli birikdirilen.
Sistemanyn hereketinin differensial defilemelerini yazmaly.

Coziilisi. Seredilydn mehaniki sistemanyn {katok+sterZen} erkinlik derejesi ikéd den.
umumylasdyrylan koordinatalary girizelin:

X-katogyn merkezinden onun baslangyg¢ yerlesen yerine ¢enli uzaklyk;

@-sterZzenin wertikaldan gysarma burgy.

X

A
\ 4

51.2-nji surat
Tésir edyédn giiycler potensial giiyclerdigi (agyrlyk giiy¢leri) sebépli Lagranzyn
(51.17) deiilemeler sistemasyny
d (%j B
dtlox) ox '

dfoLy o _,
dt\o¢ ) O¢
gorniisde yazalyn; bu yerde L=T — /7 Lagranzyn funksiyasy. Sistemanyn potensial

energiyasy I7 = —QT'I -cosg . Kinetik energiyasy: T =T, + Tsterzen

(51.18)

Belgilemeleri girizelin: m, -katogyn massasy; M -sterZeniii massasy; o, -katogyn
burg tizligi; o, -sterzenin burg tizligi,
Katogy silindr hokminde kabul edip taparys:

2 2
w; 1 1 v 3 3P 3P
Teaor = lg X +=m -0i==m -r>*2 1+-m -vf="m 05 ="—vf ="—%°
katok B 2 2 k B 2 k 2r2 2 k B 4 k B 49 B 4g
Sterzenin Kinetik energiyasy:
2 . 2 2
oy 1 1 - 1 1 QI ., Q
Te=1c 25t+§mst'ug:12mst'|2 2 +Emst'UC2::24' g ¢2+zg'ug
C nokadyn hereketi ¢ylsyrymly hereket. Diymek,
Uc =08 +05 , UE =0g =X ur—l'-l
c =Uc TUc ,» Uc =g =21, c—2§0
Onda (51.2-nji surat):
2 _ e? r? e r 2 2‘¢)2 ..
UE =0 +Uc + 208 -Ug -COSQ =X° + 2 +1-¢-xcosp
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Seylelik bilen, Lagranzyn funksiyasy {i¢in
2
L=3Pye Qe - XCOS(p+I—(p2 +Q—|003¢)
49 29 3 2

anlatmany alarys. Bu yerden

%:3P+2Q.X+Q.I.¢.Cos(p’ ﬁzo,
OX 29 29 OX

2
6L=9(|—-X'COS§D+I§'¢J , %———|~¢-X-Sin¢—%|5in¢.

o9 gl2 dp 29
Bu ululyklary (*) sistemada goyup, gozlenyin differensial defilemeleri taparys:

%[(3P+2Q).>'<+Q-| -¢-cosp|=0

d(. 20 ). :
m X-COS§0+§|-(p +X-@-sinp+g-sinp=0
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13-nji BAP
Mehaniki sistemanyi durnukly deiiagramlyk yagdayynyn golayyndaky
kici yrgyldylar.

852. Durnuklylyk diisiinjesi.

Mehaniki sistemanyn denagramlygy Owrenilende bu denagramlygyn amaly
taydan amala asyryp boljakdygy va-da bolmajakdygy, yagny denagramlygyn
durnuklylygy barada sorag yiize ¢ykyar.

Denagramlygyn durnuklylygynyn kesgitlemesi hokmiinde A.Lyapunowyi
kesgitlemesini getirelin:

Eger denagramlykdaky mehaniki sistema Kki¢i gozganma (itergi) bilen
denagramlyk yagdaydan ¢ykarlanda wagtyn ge¢megi bilen sistemanyn denagramlyk
yagdayyndan gysarmasy oiilinden kesgitlenen islendik ululykdan kici bolsa, onda bu

''''''

''''''

Bu kesgitlem& layyklykda 52.1-nji suratda gorkezilen fiziki mayatnik Gcin
@=0 bolanda durnukly denagramlygyn, ¢ =180° bolanda bolsa durnukly dal
denagramlygyn yiize ¢ykjakdygy diisniikli.

.y : 52.1-nji surat
C-mayatnigin agyrlyk merkezi. J

Aleksandr Mihaylowi¢ Lyapunow (1857-1918)

Beyik rus matematigi we mehanigi. Alymyn ylmy isleri mehaniki
sistemanynn hereketinin we denagramlygynyn durnuklylygyna bagyslanan.
Seyle-de, cyzykly we cyzykly dil differensial defilemeler nazaryyetinde wajyp
acyslar A.M.Lyapunow tarapyndan edilendir.

Milim bolsy yaly, potensial giiyclerin tasirinde hereket edyin mehaniki
sistemanyn kinetik we potensial energiyalarynyn jemi hemiselik ululyk (§41), yagny
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T+ 1IT=const. Bu yagdayda mehaniki sistema konserwatiw mehaniki sistema
diyilyar.

Konserwatiw mehaniki sistemanyn denagramlygynyn durnuklylygynyn
yeterlik serti asakda getirilen Lagranz-Dirihleniii teoremasy bilen berilyér.
Lagranz-Dirihlenin teoremasy. Eger denagramlyk yagdayynda konserwatiw
mehaniki sistemanyn potensial energiyasynyn minimum bahasy bar bolsa, onda bu
yagdayda sistemanyn defiagramlygy durnuklydyr.

Yokarda getirilen teorema defiagramlygyti durnuklylygynyi ditie yeterlik serti
bolup duryar, emma potensial energiya minimum baha eye bolmadyk yagdayda
teoremanyin esasynda durnuklylyk barada hi¢ zat aydyp bolanok.

Erkinlik derejesi bire den bolan konserwatiw sistemanyit umumylasdyrylan
koordinatasy q bolup, g =0 denagramlyk yagdayy bolsun. Onda (50.8) formulanyn

esasynda Q =0, yagny umumylasdyrylan giiy¢ nola deni bolmaly. Bu yerden (51.14)

denlikden (2—1;) =0 bolmalydygy gelip ¢cykyar. Mundan dasary q=0 bolanda
0

2

oq?
asakda getirilen sert (yeterlik) yerine yetende sistemanyn denagramlygy durnukly

bolar:
2
(a_n] -0 | (a 127) >0 (52.1)
aq ), aq” ),

Bellik. Mesele islenende I7(q) potensial energiyany g”-a cenli takyklyk bilen
kesgitlemek yeterlik, sebabi ikinji derejeden uly derejeli agzalar nola éwrdilyar diyip
hasap edip bolar.

Erkinlik derejesi bire den bolan sistemanyi denagramlygynyn durnuklylygyna
degisli bir mysala seredip gecelin.
Mysal. Nahili sert yerine yetende A nokatdan gegyan gorizontal aylanma oky bolan
wertikal sterzenini denagramlygy durnukly bolar?

Sterzenini massasy m. B nokatda sterzene berkidilen 1,2 pruzinleriii

koeftisiyentleri degislilikde C,,C, we baslangy¢ gysylmalary A,,,4,,.
AZ

potensial energiya /7 minimum baha eye bolsa, onda (a HJ >0 bolmaly. Diymek,
0

a) I b)

VS| NS o

B

ARt A

52.2-nji surat

Coziilisi. Umumylasdyrylan  koordinata hokmiinde ¢ (sterzenin wertikaldan
gysarmasy) burgy alalyn (52.2-nji surat (b)).
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@-ni kici hasaplap, sistemanyii potensial energiyasyny ¢@° takyklykda
kesgitlalin.
=11, +11,
[T, -sterzenin potensial energiyasy:

IT, =mgZ. = mgl2 - COS@

I1,-pruZinlerii umumy potensial energiyasy:

1 2 2

sza[c1'(ﬂ10+h'(ﬁ) +Cz'(lzo_h'(ﬁ) ]
IT, tapylanda ¢ burgun kicidigi sebépli B nokadyn oruniytgetmesi gorizontal we
h-@ den hasap edip bolar. Seylelikde, 1 pruzinin gysylmasy artar, 2 pruzinin

gysylmasy kemeler.

Kosinus  funksiyanyn = Maklorenin  hataryna  dargadylysyny ulanyp,
2

cosp=1- % detiligi kabul edip taparys:
| 1
=11, _(mgzj‘§02 +(Cy- Ao —Cy - Ayg)- h€0+§(C1 +C,)-h*-9®.

Bu yerde IT,-anlatmadaky &hli hemiselikleri 6z i¢cine alyan hemiselik ululyk.
Bu yerden

oIl |
%:—(m'g'EJ'W‘F(Cl'jio_Cz'/120)'h+(C1+C2)'h2'(P-

@ =0 yagdayda sterzenin denagramlykda bolmagy {i¢in (Z—HJ =0 bolmaly. Bu
0

serti ulanyp,
Cy- A =Gy Ay *)
denligi alarys.
o1 | 2
P =—m-g -§+(C1 +C,)-h?.
2
Onda > 0 sertden taparys:

2

m-g-I
C,+C,>—— **

1 2 9. h2 ( )
Seylelik bilen, (*), (*¥*) sertler yerine yetende sterzenin @ =0 yagdaydaky
denagramlygy durnukly bolar.

853. Erkinlik derejesi bire dein mehaniki sistemanyn Kici yrgyldylary.

n sany material nokatdan ybarat, erkinlik derejesi bire denn durnukly
denagramlykdaky konserwatiw mehaniki sistema seredelin.
g -sistemanyn umumylasdyrylan koordinatasy;
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g = 0-sistemanyn denagramlyk yagdayy.
Denagramlygyn durnuklydygy, hem-de gozganmalaryn ki¢idigi sebépli g
umumylasdyrylan koordinata we ¢ umumylasdyrylan tizlik hereketin dowamynda

Kici ululyklar bolup galyarlar.
Hereketinn differensial deiilemesini diizmek iicin Lagranzyn denlemesinden

(51.10) peydalanalyn:
d(oT) oT
= ]-5-=0Q
dtlog ) oq

ya-da Z—H =—Q (51.14) denligi gbz 6niinde tutup,
q

dfor) oar 81'[ ar_, (53.1)
dt aq aq aq

denlemidni alarys. Elbetde, (53.1) ¢yzykly didl denleme. Bu denleméini
yonekeylesdirmek tigin T (g, Q),H(q) ululyklary q° we ¢° takyklykda tapalyi.

Stasionar baglanysyklar bolanda mehaniki sistemanyﬁ islendik nokady ti¢in

L _ dr, .
L =r we =—X
k k(Q) U =Ty dg g
Onda
T==">muv = ==/>m ==F(q)-q°,
5 LM, = Z ( dqq] 2{2 (dq a0 )9 =3 (a)-q

bu yerde F(q):ka(zré Zr(;] q bagly funksiya. F(q) funksiyany Makloreniti

hataryna dargadyp alarys:

F(q)=F(0)+F'(0)-q+...
T ululygy g° takyklykda kesgitlemelidigi sebapli bu hatardan disie F(0) gosulyjyny
galdyrmaly. Onda:

T:%a-qz, (53.2)

bu yerde a=F(0). Elbetde, a > 0. Bu ululyga inersiya koeffisiyenti diyilyar. Inersiya
koeffisiyentinin o6lceg birligi g umumylasdyrylan koordinatanyn olgeg birligine

bagly.
I1(q)funksiyany hatara dargadyp ((Z—H] - oJ ,q? takyklykda taparys:
qdJ

H(q):H(O)Jr%cqz, (53.3)

2

bu  yerde, c:(aa—n]; seylelikde, sert boyunca c¢>0 (§52). C ululyga
0

2
kwazimayysgaklyk koeffisiyenti (ya-da umumylasdyrylan gatylyk koeffisiyenti)
diyilyar.
(53.2) we (53.3) denliklerden taparys:
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oT Gl oI'l

—:aq , —:0 , — =

oq oq oq
Bu ululyklary (53.1) denlemede goyup, sistemanyn Kicgi erkin yrgyldylarynyn
differensial defilemesini alarys:

cq

§+k?q=0, (53.4)
bu yerdek? = . Alnan defileme material nokadyn goniigyzykly erkin yrgyldylarynyn
a

denlemesi bilen gabat gelyar (33.2). Bu defileménin umumy ¢oziiwi
q = Asin(kt + o) (53.5)
gorntslidir. A, hemiselikler baslangyc sertlerden kesgitlenyar. Yrgyldylaryn
yygylygy we periody
21 a

, T=— =27, |— (53.6)

K= |
a k c

denlikler bilen tapylyar.
Sistemanyi nokadynyi T, (q) radius-wektoryny Maklorenifi hataryna dargadyp

alarys:

R (@)=7(0)+ 7/ (0)a+..

Bu denlikde g-nyn ululygyny (53.5)-den alyp, birinji tertipli ki¢i ululyklar takyklykda

taparys:

i (a)- 7 (0)=|7/ (0)- Asin(kt +&) k=1n (53.7)

Seylelik bilen, sistemanyn nokatlary hem k yygylykly, ‘Fk/ (O)(-A amplitudaly kigi

yrgyldylary amala asyryar.

Alnan netijelerden sistemanyn kic¢i yrgyldylarynyni hésiyetleri gelip ¢ykyar.

1. Sistemanyn erkin yrgyldylary garmoniki yrgyldylardyr. Bu yrgyldylaryi yygylygy

we periody baslangyc¢ sertlere bagly dil we (53.6) formula bilen kesgitlenyarler.

2. A,a hemiseliklerin baslangyc sertlere baglydygy sebépli sistemanyn A- ‘Fk/ (O)(
amplitudalary hem baslangyc¢ sertlere bagly.

3. (53.7) denlikden gorniisi yaly, sistemanyn nokatlary islendik wagt pursatynda bir
fazada (kt + a) bolyarlar. Diymek, deflagramlyk yagdaydan bir wagtda gecyérler
we denagramlykdan maksimal gysarmasyna birbada yetyérler.

Bir mysala seredip gegelin.

Mysal. Ofki paragrafda seredilen mysaldaky sterzenini kici yrgyldylarynyn

yygylygyny we periodyny kesgitlemeli.

Coziilisi. Sterzenin Kinetik energiyasy, T :% | ,@*. Diymek,

F(Q)Z F(cﬂ): IA :%mlz =const .

Onda a:%mlz,




Bu yerden (53.6) formulany ulanyp alarys:

2
k:}\/G(C1+C2)-h -mgl 2w, 2 |
I 2m k 6(C, +C,)-h* —mgl

854. Erkinlik derejesi bire defi mehaniki sistemanyn togtayan we mejbury Kici
yrgyldylary.

1. Togtayan yrgyldylar.
2. Mejbury yrgyldylar.

Gecen paragrafdaky yaly mehaniki sistemanyn denagramlyk yagdayynda g =0
diyip kabul edelin.

54.1. Togtayan yrgyldylar.
Goy, denagramlykdan g¢ykarylan mehaniki sistemanyn nokatlaryna potensial
giiyclerden dagary
Eo——u B, =g F =g I g
k = "H U =By T = — By dq
dissipatiw garsylyk giiycler tisir edydn bolsun. Umumylasdyrylan dissipatiw giiyji
kesgitlalin.

o= S, - (Fok)- [ G- ‘jj—rqsqwz( 35 drkﬂ-q-aq=

dq dg dq
dr, di, || . .
.S =F(a)-qg-
{Z ukﬁqdqﬂqéq (9)-9-%
Bu yerde F(q)=>- s - (Zr" ?jr"j F(q) funksiyany Makloreniii hataryna dargadyp
g aq

alarys:
F(a)=F(0)+ F0)-a+ T g2

Yrgyldylaryn Kicidigi sebdpli dine birinji gosulyjyny alaly. Onda F(0)=-u
belgilemani girizip,

dAc =—u-q-& (w = const)
deiiligi alarys. Bu yerden umumylasdyrylan dissipatiw giiyc

Qy =44 (54.1)
bolar.
Indi Lagranzyn ikinji gorniisli denllemesini yazalyn:

d[mj_ﬂﬁ_nz d (54.2)
dt\ oq
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Bu denlemede T-nin, II-nin bahalaryny onki paragrafdaky (53.2) we (53.3)
formulalardan, Q,-ninn bahasyny (54.1) formuladan alyp, (54.2) deillemede yerine
goysak, togtayan yrgyldylaryn differensial defilemesini alarys:
¢+ 2bg +k?q=0, (54.3)
C

bu yerde §: 2b , 3 =k?. Alnan (54.3) deiileme §33-de getirilen (33.10) detileme

bilen gabat gelyar. Diymek, 833-de material nokat Ucin alnan netijeler erkinlik
derejesi bire deit mehaniki sistema tcin hem yerine yetyar.
Seylelik bilen:
a) k>b bolanda sistema k, =vk*-b* yygylykly, 7 =2k—” periodly togtayan
1
yrgyldyly hereket edyar.
b) k <b bolanda sistemanyn hereketi yrgyldyly hasiyete eye bolanok.

54.2. Mejbury yrgyldylar.
Goy, mehaniki sistemanynn nokatlaryna birinji bolimgede gorkezilen

giiyglerden dasary F =F, sin(pt) gozgayjy guycler tasir edyan bolsun.
Umumylasdyrylan gozgayjy giiyji kesgitlalin.

dA=Y dA, =3 (R &)= (R, sin(pt), x)zzsm(pt)'(ﬁk" Z_anj i

-ain(p){ R, ,‘g—fgj-aq=sin(pt>(z(ﬁko ﬁfkjjm:ﬂq)-sm(pt)-aq

dq
Bu yerde F(q):Z(Ifk dij
0 dq
Yokarda yerine yetirilisi yaly, F(q) funksiyany Makloreniii hataryna dargadyp,
dine birinji gosulyjyny alyp (kici yrgyldylardygy sebépli) taparys:
> dA. =F(0)sin(pt)- &
Diymek, gozgayjy umumylasdyrylan giiy¢
Qg =Qosin(pt) (54.4)
gorniisli bolar, bu yerde, Q, = F(0). Netijede Lagranzyi detilemesi diiziilende (54.2)
defilemdnifi sag bolegine Q, giiy¢ gosular we

¢ + 2bq + k*q = P,sin(pt) (54.5)
Qo

denlleme alnar; bu yerde P, =—=.
a

(54.5) denleme 33-nji paragrafda alnan (33.19) denleme bilen gabat gelyar.
Diymek, 33-nji paragrafda nokat Ggin getirilen netijeler erkinlik derejesi bire den
mehaniki sistema Ucin hem yerine yetyar.
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855. Erkinlik derejesi iké deni mehaniki sistemanyn kici yrgyldylary.

Erkinlik derejesi birden kop bolan mehaniki sistemanyn kigi yrgyldylary amaly
dhmiyeti bolup, erkinlik derejesi bire den sistemanyn yrgyldylaryndan kébir
tapawutlary bar.

Goy, sistema (Q,,q, umumylasdyrylan koordinatalar bilen kesgitlenip,

g, =0, g, =0 yagdayda sistema durnukly denagramlykda bolsun.
Kinetik we potensial energiyany kici ululyklaryii (g;,q;,i=12) ikinji
derejesine genli takyklykda kesgitlalin:

dr dr, 1 or, or, or, or,
T_ m. v :_ k Tk m, —Kg+ =K., —K G +—K -0

1 oF o) ., (oF of) .. (of of) .,
—Z%'m 2 T i |, T T |2 |=
22 {(aql an o (aql oa,) " "\ g, og, )

1 . iy .
= Rl000.)- 6 + 2R (0.0)- 6 + o0, 05)- 62,

bu yerde
Fy(0y,0,)=2m [231 quklj
Fio(0,G)=2m [ggkl gt;kz]
Fz(ql,qz)=2mk£%’%kj

Ikinji ~ derejeli takyklyk gerekligi sebépli F ,F,,F, funksiyalaryn Maklorenin
hataryna dargadylysynda dine birinji agzalaryny alyp taparys:

1 . . .

T= E(allqlz +28,,G,0, + azzqg) ' (55.1)
bu yerde a,, =F(0,0),a,=F,(0,0),a, =F,(0,0) inersiya koeffisiyentler diylip
atlandyrylyan ululyklar.

Sistemanyii IT1=TI(q,,q,) potensial energiyasyny Maklorenii hataryna
dargadyp (ikinji dereja ¢enli takyklykda) taparys:

M(g,,q,) =1, o)+j§<o 0)-g + 1

1 2

—(0,0)-q, +

2|q 194, 2

0,0)= oIl o
1 2
minimuma eye bolyar. Onda

1
(0, 0,)=11(0,0) + 5(011 (07 + 20y, - Qylly +Cpp 02 ), (55.2)
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Elbetde, o 0 0) 0, sebabi durnukly denagramlykda potensial energiya



0°T1

0’0)’ Cp = (0,0), Co :?(O’O)

1 1002 2

kwazimayysgak koeffisiyentler diylip atlandyrylyan hemiselikler. Tapylan kinetik we

potensial energiyalary

O°T1 0°Tl
x|

bu yerde ¢, =

i(@T]_@T Lo
dtldg, ) oq, o, ’
d (aT j oT oIl
—|— |- + =0.
dtlaq, ) oq, aq,

Lagranzyn denlemelerinde goyup taparys:

{allql + alZC.i.Z +Cyy0y +C0, =0, (55.3)
8,0y + 8z, +Cpp0 +C0, =0
Alnan differensial defilemeler sistemasynyn ¢oziiwini
= Asin(kt + o
q, = Bsin(kt + )

gornisde gozlalin. A, B,k,«-erkin hemiselikler. 0,,0, funksiyalaryn ikinji tertipli
onlimlerini hasaplalyn:

G, = Akcoskt + &) , ¢, =—Ak’sin(kt + @)

g, = Bkcoslkt + ) , ¢, =—Bk*sin(kt + «)
0,,9,,6;,64, ululyklary (55.3) deflikde goyup, sin(kt+a)-a gysgaldyp, A we B
ululyklar ii¢in denilemeler sistemasyny alarys:
(55.5) denlemeler sistemasynyn A=0,B =0 triwial ¢oziiwinden basga ¢6ziiwinin

(55.5)

bolmagy ii¢in bu sistemanyn kesgitleyjisi nola deni bolmaly ya-da basgaca aydylanda,
A we B-nin koeffisiyentleri proporsional bolmaly:
(Cll - allkz)' (sz —ayk’? )_ (C12 —ay,k? )2 =0 (55.6)
(55.6) defilemdnint (bikwadrat defileme) kokleri k., k7 hakyky we polozitel
(matematika nukday nazaryndan subut edilyar) sanlar.
k;, K, ululyklar tapylandan soni (55.3) denlemeler sistemasynyn (55.4) gorniisli
hususy ¢6zuwinin ikisini taparys:

ql(l) =Asin(kt+ea) , qél) =B, sin(k;t + o) (55.7)
a2 = Aysin(kt + ;) , g =B,sin(k,t +ar,) (55.8)

(55.7) we (55.8) denlemeler bilen kesgitlenydn yrgyldylara bas yrgyldylar

rrrrrr

(55.5) denllemeden alarys:

_ 2
_ G-kt (55.9)

B
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ya-da B = An. n sana kigi yrgyldylaryn forma koeffisiyenti diyilyar. (55.9) denligi
ulansak, (55.7) we (55.8) denlemelerden alarys:

o = Asin(kyt+e,) , 0 =nAsin(kt +ay) (55.10)
Q1(2) = Aysin(kt +a,) qu) =n,Aysin(kyt +a,) . (55.11)

(55.3) sistema girydn denlemelerin ¢yzykly denlemelerdigi sebdpli (55.10) we
(55.11) hususy ¢oziiwlerin jemi hem (55.3) denlemeler sistemasynyn ¢oziiwi bolyar:

g, = A sin(kt + o )+ Ay sin(kt +a, )

g, = A sin(kt +ay )+ n,A, sin(k,t + ) .
Baslangyc sertlerden kesgitlenydn A, A,,a,,a, hemiselikleri saklayan (55.12) denlik
(55.3) denleménin umumy ¢oziiwidir.
Bir mysala seredip gecelin.
Mysal. Massalary m, uzynlyklary | bolan birmenzes OA, OB sterZenlerin emele
getiryan ikeldilen fiziki mayatnigin kici yrgyldylarynyn hususy yygylyklaryny we
forma koeffisiyentlerini kesgitlemeli.

(55.12)

55.1-nji surat
Umumylasdyrylan koordinatalar hokmiinde sterzenlerini wertikal bilen emele getirydn
@y, @, burglaryny alalyn. Onda seredilydn mehaniki sistemanyn kinetik energiyasy

1/ . :
T :E(llofplz +mug + |2c(022) *)
bolar, bu yerde IlO:%mIZ-birinji sterzenin O nokada gord inersiya momenti,

1 TV e, :
e = o ml?-ikinji sterzenifi massalar merkezine gori inersiya momenti

Tekiz hereket edyén AB sterzeniii massalar merkezi bolan C nokat Ggin tizlikler
meyilnamasyny ulanyp taparys: 0. =0, + Uc, - Bu yerden
2 N

2
A YA 0
v :Ui+UéA+ZUA'UCA°CO{UA , UCAJZ(I'q)l) +(E‘¢2j +2'|’€91‘§'(P2X

L, 1, .
xcos(, — ) =@, — ¢, 0= cos(p, — ) = 1] =g} +Z|2<0§ +12p.0,
Netijede (*) denilikden alarys:
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104 ., 1., .
T=§(§ f+§¢§+¢f¢§)m|2 (**)

Mehaniki sistemanyn potensial energiyasy
1 1
I1= 5 mglcosg, —mgl| cose, + Ec05(p2

2
bolar ya-da cosp=1- % denligi ulanyp alarys:

H=H0+%mgl[%+%§J : (***)
[T, =const. (¥*), (***) denliklerden (55.1), (55.2) formulalaryn esasynda
allzﬂmlz » Qg :m_I2 » g :m_lz ,
3 2 3

3 1
Cllzamgl € =0, ¢y =§m9|

bolyandygyny goéreris. Bu ululyklary (55.6) yygylyklar denlemesinde goyup, kabir
yonekey 6zgertmelerden son

2
k4—6k2(gj+z(gj ~0
L) 70
g

defilemédni alarys. Alnan denlemdnin kokleri kfz :3(2i%j— denligi

|
kl=0,86\/|§ k, =23 |9

Tapylan yygylyklary (55.9) formulada goyup, n, =143, n, =—21 bolyandygyny
goreris.
Seylelik bilen, birinji bas yrgyldylarda sterzenlerin ikisi hem wertikaldan bir

tarapa gysaryar (55.1-nji surat) we P2 _ 1,43. Tkinji bas yrgyldylarda sterzenler diirli

2

kanagatlandyryarlar.
Bu yerden

P2l _91,
21

tarapa gysaryar (55.2-nji surat) we

o

55.2-nji surat
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14-nji BAP
Urgy nazaryyetinin esaslary.
856. Urgy nazaryyetinii esasy defilemesi.

Adaty giiyclerin tésirinde hereket edydn jisimii nokatlarynyn tizlikleri
Uzniksiz Uytgeyar, yagny wagtyn tiikeniksiz kigi artdyrmasyna tizligin tiikeniksiz
Kici artdyrmasy degisli bolup duryar. Hakykatdan hem, jisimin nokadyna tésir edydn
F. giiyjiii r wagtyn dowamyndaky impulsyny F°™ -7 gorniisde yazsak, onda

material nokadyn Fk giiyclerin tdsirinde hereket mukdarynyn iiytgemegi hakyndaky
teoremany

(G, ;)= LR o

gornilisde yazyp bileris. Bu yerde FOlrt Fk gliyjiin ortaca bahasy. Bu yerden gdrniisi
yaly, 7= nola ymtylanda o, —0, ululyk hem nola ymtylyar. Emma tésir edyén

giiyclerin i¢inde ululygy boyunca 6ran ululary (1 tertipde) bolsa, onda tizligin
T

artdyrmasy nol dal ¢akli ululyk bolar.

Eger tiikeniksiz ki¢i wagtyn dowamynda jisimin nokatlarynyn tizlikleri ¢ikli
ululyga Uytgeyan bolsa, onda bu hadysa urgy diyilyar. Urguda yiize cykyan F
guyclere urgy guycleri diyilyar. Urgynyn bolup geg¢ydn r wagtyna urgy wagty
diyilyar.

Urgy giiyclerinin dgirt uludyklary sebépli urgy nazaryyetinde jisimlerin 6zara
tasirlerinin 6lgegi hokmiinde urgy giiy¢lerinin 6zleri dil-de, olaryn impulslary kabul
edilyar.

Urgy impulsy, yagny S, =[F,q dt=F2 -7 ululyk gakli ululyk bolup

0
duryar. Urgy dél giiyglerin = wagtyn dowamyndaky impulslary ujypsyz ululyklar
bolup, olary g6z oniinde tutmak htkman dél.

Nokadyn urga ¢enli tizligini 0 bilen, urgudan soriky tizligini G bilen belgilalin.
Onda nokadyn hereket mukdarynyn iiytgemegi hakyndaky teorema

m(d-5)=>S, (56.1)
gorniise eye bolar, yagny nokadyn hereket mukdarynyn kébir wagtyn dowamynda
tiytgemegi urgy impulslarynyn jemine den. (56.1) denleme urgy nazaryyetinin esasy
deiilemesi bolup duryar. Urgy wagtynyi dowamynda nokadyti 0°™® -7
oruniytgetmesi ujypsyz ululyk bolup duryar.

Yokarda agzalanlary jemlap yazalyi:
1. Urguda urgy dal giiy¢lerin (meselem, agyrlyk giyji) tasirlerini géz oniinde tutmak
hékman dal;
2. urgy hadysasynda nokatlaryn oruniiytgetmeleri ujypsyz bolup, nokatlary
gozganmayan nokatlar hokminde kabul edip bolyar;
3. jisimin nokatlarynyn tizlikleriniii urgy wagtynda iiytgemegi esasy (56.1) deiileme
bilen kesgitlenyar.
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857. Urgy nazaryyetinifi umumy teoremalary.

1. Urguda mehaniki sistemanyi hereket mukdarynyi iiytgemegi hakyndaky
teorema.

2. Urguda mehaniki sistemanyn nokatlarynyn hereket mukdarlarynyn bas
momentinin iiytgemegi hakyndaky teorema (momentler teoremasy).

57.1. Urguda mehaniki sistemanyi hereket mukdarynyn iiytgemegi hakyndaky
teorema.
37-nji paragrafyn (37.6) formulasy urgy hadysasynda hem saklanyar. Emma
adaty giiyclerin impulslary ujypsyz bolandygy sebépli yokarda agzalan formula
Q=25 (57.1)
gorniise eye bolar, yagny mehaniki sistemanyn hereket mukdarynyn urgy wagtynyn
dowamynda tliytgemegi dasky urgy impulslarynyn wektorlayyn jemine deni.
x okuna proyeksiyada (57.1) formula

QOx Z Skx (572)

gbrnlise eye bolar. Eger dasky urgy impulslarynyit wektorlayyn jemi nola den bolsa,
onda (57.1) formuladan gorniisi yaly, sistemanyn hereket mukdary urgy wagtynda
Uytgemeyar.

57.2. Urguda mehaniki sistemanyn nokatlarynyn hereket mukdarlarynyn bas
momentinin iiytgemegi hakyndaky teorema (momentler teoremasy).

28-nji paragrafda getirilen nokadyn hereket mukdarynyn momenti hakyndaky
teorema urgy hadysasy {i¢in basga gorniise eye bolar. Bu yagday urguda mehaniki
sistemanyn nokatlarynyn orundytgetmeleri g6z oOniinde tutulmayandygy bilen
distindirilyar.

m, massaly nokada tisir edyidn dasky urgy impulslarynyi deiitidsiredijisini S .
bilen, icki urgy impulslarynyn defitisiredijisini S, bilen belgililii. Onda oiki
paragrafyin  (56.1)  formulasy  boyunca  m, (U, —5,)=S{ +S,  ya-da
m, -G, —m, -, = §|f + S} deriligi alarys. Bu detilige girydn wektorlar gozganmayan
nokada goylan. Onda bu wektorlaryfi haysy hem bolsa bir O merkeze gora
momentlerini alsak, Warinyonyi teoremasynyn esasynda

Mo (M, - Ty )= Mg (M - Ty )= mo(sf)Jr mo(si)
deiiligi alarys. Bu deiiligi mehaniki sistemanyn &hli nokatlary ti¢in diiziip, agzama-

agza gossak,

> Mo (my - by )= 2 Mg (m, ‘5k)22m0(§5)+zm0(§|1)
denlige geleris. Bu deiligin ¢ep boleginde duran jemler mehaniki sistemanyn
nokatlarynyn hereket mukdarlarynynn O nokada gora degislilikde urgudan sonky we
onki bag mometlerine defl. Bas momentleri Kl we KO bilen belgilédp, seyle-de, icki
urgy gliyclerinini impulslarynyn jeminiii nola dendigini (icki giiycleriii hisiyetinden)
g6z ontinde tutup,
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K, - Ko =3 mo(S¢) (57.3)
formulany alarys, yagny urgynyn dowamynda mehaniki sistemanyn nokatlarynyf
hereket mukdarlarynyn kébir merkeze gord bas momentiniii iiytgemegi dasky urgy
impulslarynyin sol merkeze gord momentlerinini jemine den. (57.3) formula x oky
boyunca

Kix = Koy = me (SIS) (57.3)
gorniisde bolar. Alnan (57.3), (57.3") formulalardan gorniisi yaly, eger dasky urgy
impulslarynyn kédbir merkeze (oka) gord momentleriniii jemi nola den bolsa, onda
mehaniki sistemanyn nokatlarynyn hereket mukdarlarynyn bu merkeze (oka) goréd bas
momenti urgy wagtynda tUytgemeyir. Icki urgy impulslary sistemanyn hereket
mukdarlarynyn bas momentini (iytgedenok.

858. Urguda dikeldiji koeffisiyent.

Urgy hadysasynda yiize ¢ykyan urgy impulsynyn ululygy difie bir urulyan
jisimlerin massalaryna we urgudan oOnki tizliklerine bagly bolman, jisimlerii
mayysgak hasiyetlerine-de bagly. Bu hésiyetler urguda dikeldiji koeffisyent diylip
atlandyrylyan ululyk bilen aydynlasdyrylyar.

Gorizontal gaty plitanyn istiine wertikal goni gagyan sara seredelin (58.1-nji
surat)

L
58.1-nji surat

Seylelikde, goni urgy hadysasyny iki tapgyra boliip bolyar:
I tapgyrda urga ¢enli saryn nokatlarynyn tizlikleri kdbir v ululykdan (saryn

mo?

hereketi o6ne bolan hereket) nola ¢enli kemelyér. Sar deformirlenyar we onun

kinetik energiyasy deformirleme icki potensial energiyasyna éwrilyar.
Il tapgyrda icki giiyclerin (mayysgak giiycler) tdsirinde sar formasyny
dikeldyir. Seylelikde, igki potensial energiya kinetik energiya gecyar.

Urgynyn sonunda saryn nokatlarynyn tizlikleri kabir u ululyk bolup, kinetik
2

-a den.

energiyasy

Emma saryn doly mehaniki energiyasy dikelmeyér. Sebdbi energiyanyn bir bdlegi
saryin  deformasiyasynyn  galyndysynynn emele getirilmegine we  saryi
gyzdyrylmagyna sarp edilyér. Su sebépli U <v.

Kesgitleme. Jisimin gozganmayan jisime goni urgusyndan sonky tizliginin urgudan
onki tizligine bolan gatnasygyna, yagny
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k= (58.1)
v

ululyga urguda dikeldiji koeffisiyent diyilyar.
Bellik. Dikeldiji koeffisiyent tejribe arkaly kesgitlenyar. o tizlik uly bolmadyk
caklerde dytgande k ululyk difie urulyan jisimlerifi materialyna bagly. Absolyut
mayysgak urguda (k :1) jisimint  kinetik energiyasy doly dikelydr. Absolyut
mayysgak dil urguda (k =0) urgy hadysasy | tapgyrda tamamlanyar we jisimin
kinetik energiyasy jisimifi deformasiyasyna we gyzdyrylmagyna sarp edilyar.

Urguda dikeldiji koeffisiyentini asakda gorkezilen tejribe arkaly kesgitldp
bolar.

H beyiklikden gagyan saryn urgudan son yokary ¢ykjak h beyikligi wertikal
duran reykanyn (58.2-nji surat) kémegi bilen kesgitlenyar.

@,

0

7] h

A

5
58.2-nji surat
Kinetik energiyanyi liytgemegi hakyndaky teoremadan alarys:

mo?
2

0—mu =-mgh = u=,2g-h.

2
Bu yerden k="- ﬂ
v H

Bellik. Durli materiallar Gcin urguda dikeldiji koeffisiyent yorite edebiyatlarda

Y

getirilen. Meselem, 3—k tizlikli gagyan “agajyn-agaja” urgusynda dikeldiji
Se

koeffisiyent k ~0,5; “aynanyn-ayna” wurgusynda k=~0,94; “poladyn-polada”
urgusynda k ~0,56.

859. Gozganmayan Uste bolan urgy.

Gozganmayan Uste urulyan M massaly jisime (sar) seredelifi. Ustiin reaksiyasy-

—

jisime goylan urgy giiyji bolup duryar. Bu giiyjiin urgy wagtyndaky impulsyny S
bilen belgildlin. Goy, lstiii normaly jisimit massalar merkezinden gecyin bolsun
(sar ticin hemise seyle). Sunda urga merkezi urgy diyilyar.

Eger jisimin massalar merkezinin urga ¢enli o tizligi Gistiin normaly boyunga
ugrukdyrylan bolsa, onda urga goni urgy, basga yagdayda, gyytak urgy diyilyar.
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1. GOni urgy.

59.1-nji surat
57-nji paragrafdaky (57.3) formulany i normal ugra proyektirldp, sunlukda

k =Muo k1 = MU denlikleri goz 6niinde tutup taparys:

M (un — Uy ) =S,
Emma urgynyi goniidigi sebépli, u, =u , v, =-v, S, =S. Onda M(u+0v)=S. Bu
detilikden u =kov detiligi ulanyp, S=M(1+k)-v afilatmany taparys. Gérniisi yaly,
urguda dikeldiji koeffisiyent uly boldugyca urgy impulsy songa ulalyar. Urgy
gliyjiinin ortaga bahasyny kesgitlemek ti¢in urgynyn z wagtyny bilmeli.
Meselem, m=1kg massaly sar H =5m beyiklikden polat plitanyn istiine

(k =0,56) gaganda, v =/2gh 99—k tizlik bilen gacyar we u=ko = 554—k
se

Urgy impulsy:
S=m(l+k)-v~1544N - sek
Eger urgy wagty 7 =~ 0,0005 sek bolsa, onda plitanyn reaksiyasynyn ortaca ululygy

S

Norta _°

oy =~ =30880N -2

den bolar.
2. Gyytak urgy.

59.2-nji surat
Goy, jisimin massalar merkezininn urgudan o6nki tizligi normal bilen « burgy,
urgudan sont B burgy emele getiryén bolsun. Onda (57.3) formula 7 galtasyana we i

normala proyeksiyalary

M(u, —v,)=0 , M(un—un):S

gorniise eye bolar. Bu yagdayda dikeldiji koeffisiyent W -a defi, sebdbi urgy normal
v

boyunga bolup gecyir (siirtiilme goz 6niinde tutulanok). U, =-ko, denligi ulanyp,
netijede taparys:
S=M v, -(1+k)
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Eger M, v,a we k yaly ululyklar belli bolsa, urgudan sonky tizligin ugruny

we ululygyny hem-de urgy impulsyny kesgitlap bolar.
v, =v,-tga, U =u,-tgp denlikler1 goz oniinde tutup, u,-tgf=v, -9

denligi alarys, bu yerden k = U _ 'ig_a. Diymek, gyytak urguda dikeldiji koeffisiyent
vy, U
diisme burcunyn tangensinin serpikme bur¢unyil tangensine gatnagygyna den.
k <1 densizlikden a < f densizlik alynyar, yagny disme burgy serpikme

burcundan Kici.
860. IKki jisimin goni merkezi urgusy.

Eger iki sany urulyan jisimit umumy normaly (¢aknysma nokadynda) olaryn
massalar merkezlerinden ge¢yian bolsa, seyle-de, jisimlerin massalar merkezlerinin
urgudan onki tizlikleri bu normal boyunca ugrukdyrylan bolsa, onda bu urga goni
merkezi urgy diyilyar. Meselem, merkezleri bir goni ¢yzyk boyunca hereket edyén
iki sany birjynsly sarlaryn urgusy géni merkezi urgydyr.

Goy, massalary M,, M, bolan sarlaryn merkezlerinini urgudan onki tizlikleri
degislilikde ©,,0,, urgudan sonky tizlikleri bolsa U,,U, bolsun. Sarlaryn C,,C,
massalar merkezlerinden C,x koordinata okuny gegirelin (60.1-nji surat)

XY

b 4

60.1-nji surat
Elbetde, urgynyi bolup ge¢megi tigin v, >v, bolmaly we u; <u, bolmaly (uran

jisim urlan jisimden o1ie gegip bilmez). My, M,,v;,,0, ,k yaly ululyklary belli hasap

edip, U, ,uU, ululyklary kesgitldlin. Munui Gg¢in iki sary bir mehaniki sistema
hokmiinde kabul edip, hereket mukdarynyn Uytgemegi hakyndaky teoremany
ulanalyii. Bu yagdayda urgy giiy¢leri icki giiygler bolup duryar. Onda > S, =0
(dasky giiyclerin x oky boyunca tésiri nol). Diymek, mehaniki sistemanyn hereket
mukdary lytgemeyar, yagny
M;-ug +My-u, =M;-u, +M; -0, (60.1)
Iki jisim urlanda urgynyn intensiwligi (urgynyn impulsy) jisimlerin tizliklerinin
ululyklaryna bagly dél-de uryan jisimin tizligi bilen urulyan jisimin tizliginin
tapawudyna, yagny v, —u, ululyga bagly. Sonu tigin hem iki jisim ¢aknysanda:
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‘le - UZX le sz .
ya-da
u, —u, =kl -v, ) (60.2')

denlik yerine yetmeli.
(60.1) we (60.2') dettlemelerden diiziilen defilemeler sistemasy goylan meselini
¢cozmége mumkingilik beryr.
Caknysyan jisimlere tésir edyan urgy impulsyny (56.1) formuladan kesgitlaris:
S1x = Ivll(ulx _le) 1 SZX = _Slx (603)
Ké&bir hususy yagdaylara seredip gegelin:
1. Absolyut mayysgak dil urgy (k =0).
Bu yagdayda (60.1) we (60.2) denlemelerden
_ Mo+ M, 0y,

Uy =Upx = M, + M, (60.4)
bolyandygyny goreris. Urgudan son jisimlerin ikisi hem den tizlikler bilen hereket
edyar. Sunlukda jisimlere tasir edyan urgy impulsy, S, =-S,, = M(ulx — Uy, )

M, +M,
bolar.
2. Abolyut mayysgak urgy (k = 1).
Bu yagdayda (60.1) we (60.2) denlemelerden
Uy, =0 —ﬂ(u ~y,)
X 1x M1+ M2 1x 2x/) 1
(60.5)
Uy, =0 +ﬂ(u Uy )
X 2X Ml N Mz 1x 2X
bolyandygyny alarys. Sunlukda jisimlere tasir edyan urgy impulsy
Syx =75 = _H(UM - UZX)

bolar. Gorniisi yaly, absolyut mayysgak urguda urgy impulsy absolyut mayysgak
urgudakydan iki esse uly.
Hususy halatda, M, =M, bolanda (60.5) denlemeden u,, =v,,, U, =0,,

bolyandygyny, yagny absolyut mayysgak urguda defi massaly jisimlerin tizliklerini
calysyandygyny goreris.

Bir mesela seredip gecelin.

Mesele. Massalary M; we M, bolan iki sany sar wertikal tekizlikde cyzgyda
gorkezilisi yaly asylan. Birinji sary wertikaldan o burca galdyryp, baslangyg tizliksiz
goyberyirler. Urgudan son ikinji sar wertikaldan £ burga galyar. Sarlar iicin urguda
dikeldiji koeffisiyenti kesgitlemeli.
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60.2-nji surat
B,B, aralykda kinetik energiyanyn iiygemegi hakyndaky teoremany ulanyp, birinji

saryn urgudan o6nki v, tizligini kesgitldlin:

2
M, vy

=M,gl-(1-cosa)= 2M1glsin2% .

Bu yerde |-saryn merkezinden asma nokada ¢enli uzaklyk. Bu yerden

v, = 2,/gl sin %
Ulanylan teoremany ikinji sar iigin Ay A aralykda ulanyp,
u, =2./glsin g

bolyandygyny goreris. Meseldnin serti boyunca v, =0. Onda (60.1) we (60.2)
formulalardan
M,-u,+M,-u,=M; -y, ,
u, —u, =k-u
bolyandygyny goreris. Bu defilemelerden taparys:
M101(1+ k):(Ml + Mz)uz

(B
(Ml + MZ)'UZ _1:(M1+ MZ).SIn(Zj -1

ya-da k = v

861. Mayysgak dil urguda kinetik energiyanyn yitgisi. Karnonyii teoremasy.

Mayysgak ddl urguda urulyan jisimlerin kinetik energiyasy yitgad sezewar
bolyar. I uly yitgi absolyut mayysgak dil (k =0) urguda bolyar. Bu yagdayda
yitgini hasaplap gorelin. Urulyan jisimleriin hereketleri 6nie bolan hereket bolsun.
Urgudan sonky umumy tizligi U bilen belgildp, sistemanyn urgudan 6nki we sonky
Kinetik energiyasyny yazalyn:

TO:%(I\/Il-uf+M1-022),
(61.1)

T :%(Ml—i_ Mz)‘U2
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ya-da:

2Ty =M, -vf + M, 05 ,

2T, =(M; + M, )-u?.
) (61.1)
Yitirilen T, —T, energiyany asakda gorkezilisi yaly ailadalyn:

To-T, =T, - 2T, +T, (61.2)
Oriki paragrafyn (60.4) formulasyndan
(M{+M,)-u=M, -0, +M, -0,

denlik gelip ¢ykyar. Bu yerden
denligi alarys.

(61.2) denligin sag bolegine T, we T, ululyklaryn yerine olaryn (61.1)
anlatmadan bahalaryny, seyle-de, 2T,-in yerine (61.3) denligin sag bolegini goyup,
alarys:

T,-T, :%(Ml-uf M, 02 —2M, -0y - U—2M, -0, U+ M, U2 + M, -u?)
ya-da

TO—leng-(ul—u)z+%M2-(02—u)2 (61.4)
v, —U, v, —u ululyklar yitirilen tizlikleri gorkezyar.
(61.4) formula Karnonyi teoremasyny beryar:
Absolyut mayysgak didl wurguda mehaniki sistemanyn Kinetik

energiyasynyn yitgisi sistemanyn nokatlarynyn yitirilen tizlikler bilen hereket
eden halatyndaky Kinetik energiyalarynyn jemine deri.

Karno Lazar Nikola (1753-1823)
Fransuz matematigi. Ylmy isleri matematiki analiz we proyektiw geometriya
bilen bagly.
Gozganmayan jisime edilyan absolyut mayysgak dil urga seredip gecelin. Bu
yagdayda v, =0 we T, :EM1 0 U :M. Onda
2 M, +M,
_1 Mlz'Ul2 _ M .Ml'UlZ
2M;+M, M;+M, 2

T1:%(M1+ Mz)'u2
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ya-da
ro Mo
M, +M,

(61.6) formula urgudan son sistemada galyan kinetik energiyany gorkezyér.
Iki sany yagdaya seredip gegelini.
1. Uryan jisimin massasy urulyan jisimin massasyndan kop uly M; >>M,,.
Bu yagdayda M, + M, =M, diyip kabul edip bileris. (61.6) formula T, =T,
bolyandygyny gorkezydr. Diymek, urgynynn absolyut mayysgak dildigine
garamazdan urguda kinetik energiya yitenok, sistema urgudan son Onki Kinetik
energiyasy bilen hereket edyar.

Amaly taydan bu hadysany c¢ekic bilen ¢ly kakylanda (61.1-nji surat) gorup
bolar. Elbetde, ¢ekijin massasy ¢iiyiin massasyndan kian uly bolmaly.

(61.6)

61.1-nji surat
2. Urulyan jisimift massasy uryan jisimint massasyndan kop uly, M, >> M.

Bu yagdayda LzO diyip kabul edip bolar. (61.6) formuladan T, =0
M, +M,
bolyandygyny alarys. Seylelikde, &hli kinetik energiya urulyan jisimin
deformasiyasyna sarp edilydr. Urgudan son jisimleri gozganmayan hokmiinde kabul
edip bolar.

Amaly taydan bu yagdayy yencgilemek hadysasynda gorip bolar (61.2-nji
surat).

M

M:

61.2-nji surat
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