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Mehaniki sistemanyn dinamikasy

835. Mehaniki sistema.

Mehaniki sistema.

Icki we dasky giiycler.

Mehaniki sistemanyi massalar merkezi, inersiya momenti.

Kabir birjynsly jisimlerii inersiya momentleri.

Gyuygensii teoremasy.

Bir nokatda kesisyin oklara gora inersiya momentler. Inersiya ellipsoidi.
Jisimin bas inersiya oklary.

NoakowhE

35.1. Mehaniki sistema.

On bellip gecisimiz yaly, hereketleri biri-birinifi hereketlerine bagly bolan
material nokatlaryn tiikkenikli ya-da tikeniksiz koplugine mehaniki sistema diyilyér.
Eger mehaniki sistema giryan material nokatlar erkin bolsa, yagny nokatlar islendik
ugra ornuny Uytgedip bilydn bolsa, onda bu material nokatlaryin bir sistema
jemlenmegi olaryn arasyndaky Ozara tdsir giiycleri bilen sertlenendir. Seyle
sistemanyn mysaly Giin sistemasy bolup biler. Giin sistemasyna girydn jisimlerin
arasynda Butin dlinya dartylma kanuny bilen kesgitlenen guycler tasir edyarler.

Eger mehaniki sistema girydn material nokatlaryn hereketleri kabir geometrik
hésiyetli sertlere tabyn bolsa, onda bu sistema geometrik baglanysykly sistema
diyilydar. Geometrik baglanysykly sistemanyn mysaly, 6zara agramsyz sterzen bilen
bagly iki sany material nokat bolup biler. Seyle-de, nokatlaryn arasyndaky uzaklygy
liytgemeydn gaty jisim hem seyle sistemanyn mysalydyr.

Geometrik baglanysyklary sistema giryan material nokatlaryn koordinatalaryny
baglanysdyryan deiilemeler bilen anladyp bolyar. Meselem, uzynlygy | bolan sterzen
bilen bagly M,(x,V;,2;), M,(X,,Y,,2,) material nokatlar gin baglanysyk

2 2 2
O =x) +(y, =n) +(z,-2) =1°
denlleme bilen anladylyar. Kriwosip-satun mehanizmi (35.1-nji surat) tgin

35.1-nji surat

baglanysyk ii¢c detileme bilen kesgitlenyir.

Xy =1t
(Xz_X1)2+(Y2—Y1)2 =17,
y,=0.
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Umumy yagdayda, n sany material nokatly mehaniki sistema ii¢in baglanysyklar S
sany denlemeler bilen kesgitlenyir:

Fy (X0, Va0 200 X0 Y20 Zgreees X Yoo 20) =
Fo (X0, Va0 20 %00 Y20 Zgreees Xs Yo 20) =

fs (X0 Y1020 %00 Y20 Zoseos X Vi 2, ) =0

Seylelikde, S <3n Dbolmaly. S=3n bolan yagdayda sistemanyn nokatlarynyn
koordinatalary  (35.1) deiilemeler sistemasyndan  hemiselikler —hokmiinde
kesgitlenerdiler, yagny sistema hereket edip bilmezdi.

Baglanysyklaryn defilemelerine t wagt girmeyan bolsa, onda bu baglanysyklara
stasionar baglanysyklar diyilyar. Eger t wagt f; funksiyalaryn argumenti hokmiinde
baglanysyklaryn defilemelerine girydn bolsa, onda bu baglanysyklara stasionar déal
baglanysyklar diyilyar. Stasionar dil baglanysyklaryn denilemeleri

fl(xl’ylizl’XZ’yZ’ZZ’ X Yo 2o 1) =0,
fo(Xe V1020, %0, Y2u 2o s Xy Yo 2o 1) =0

fs(X1’y1’21’X2’y2’22’ s Xny Yni Zp ’t):O

! (35.1)

(35.2)

gorniislidir.

35.2. I¢ki we dasky giiycler.
Mehaniki sistemanyn nokatlaryna tdsir edydn giliygleri seyle toparlara bélmek
bolar:
1) Mehaniki sistema girydn material nokatlaryn koordinatalaryna, tizliklerine we
wagta bagly goylan guycler;
2) Reaksiya guycleri (baglanysyklar bar bolsa);
Basga tarapdan, mehaniki sistemanyn nokatlaryna tasir edyan giiyeleri dasky giiycler
we icki gaycler yaly toparlara hem boélip bolar.
Dasky giiycler-mehaniki sistema girmeyan material nokatlar ya-da jisimler
tarapyndan mehaniki sistemanyn nokatlaryna tasir edyan glycler.
Icki gUycler — mehaniki sistema girydn material nokatlaryn 6zara tasir guycleri.
Hereket edyin otlyny bir mehaniki sistema hokmiinde kabul etsek, onda onun
agramy, relslerin reak51yasy, tigirlerin relse bolan siirtiilmesi, howanyn garsylyk
giyji-dasky giiy¢lerdir. Yangyjyii doredyan basysy, podsipniklerde yiize ¢ykyan
srtilme giiygler, wagonlaryn 6zara tésir giiy¢leri-icki guyclerdir.
Sonlugy bilen tdsir edyan giiy¢leri dasky we icki giliyglere bolmekligin 0zi
sistemanyn dinamikasynda wajyp ornunyn bardygyna goz yetireris.
Dinamikanyn Tgiinji kanunyna layyklykda icki giiy¢ler jubUt-jubttden
garsylyklydyrlar, ululyklary boyunca dendirler.

35.3. Mehaniki sistemanyn massalar merkezi, inersiya momenti.
Mehaniki sistemanyn hereketi goylan giiy¢clerden dasary sistemanyn massasyna
we massalaryn paylanysyna bagly. Sistema girydn material nokatlaryin massalarynyn
jemine, yagny
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M = imk (35.3)

------

ululyga sistemanyn massasy diyilyar. Bu yerde m, (k =1, n)-sistema giryan material

nokadyn massasy.

Massalaryn paylanysy sistemadaky nokatlaryn m, massalary, nokatlaryn
X, Yi:Z, koordinatalary bilen kesgitlenyir. Emma dinamikanyn meseleleri,
hususanda, gaty jisiminn dinamikasyna degisli meseleler islenende m,, X,V ,Z,
ululyklary bilmezden bularynn iisti bilen afladylyan jemleyji hésiyetlendirijileri
bilmeklik yeterlik bolyar. Jemleyji hisiyetlendirijiler hokmiinde sistemanyf massalar

merkezinin koordinatasy, sistemanyil inersiya momentleri yaly ululyklar seredilyir.
Yokarda agzalan hésiyetlendirijiler bilen tanysalyn.

Agyrlyk meydanynda {mk (k 1, n)} mehaniki sistema seredelin. (xk,yk,zk),
(k 1, n) m, massaly material nokadyn koordinatasy, B, (k =1, n) m, massaly
material nokadyn agramy, yagny P, =m, - g. Elbetde, {F’l,P2 ,...P, }—parallel guycler

sistemasy bolup duryar. Statikadan belli bolsy yaly, bu giliy¢lerin merkezi C nokadyn
koordinatalary seyle kesgitlenyar:

n n n

2B X 2P i ZP‘Zk

Xe =L Yo =L o=k (35.4)
>R >R >R
k=1 k=1 k=1

Basgaca aydylanda, (35.4) formula bilen {mk (k _n) mehaniki sistemanyn

,»agyrlyk merkezi” kesgitlenyar.
(35.4) formulada P, ululyklary m, - g bilen calsyryp, g ululyga gysgaltsak,

n n n
my - X, > My Yy .M -z,
Xe = k=1n Ve = |<:1n 7 = kzln
2.m, 2.m, 2.m,
=] ko1 ko1

denligi ya-da (M = kaj
k=1

_ k=1 Jy.=kt g ksl 35.5
Yc c M ( )

formulany alarys.

Koordinatalary (35.5) formula bilen kesgitlenyan C nokada mehaniki
sistemanyn massalar merkezi ya-da inersiya merkezi diyilyér.

Massalar merkezinin . radius-wektory t¢in (35.5) formuladan

.12 _
e :Mka ‘T, (35.6)
k=1

formulany alarys, bu yerde r, —m, massaly nokadyn radius-wektory.
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Bellik. Agyrlyk meydanynda yerlesydn jisim {icin agyrlyk merkezi bilen massalar
merkezi gabat gelyar. Emma agyrlyk merkezinden tapawutlylykda, massalar merkezi
6z manysyny islendik meydanda saklayar.

Indi mehanikanyn wajyp diisiinjelerinini biri bolan, mehaniki sistemanyn (gaty
jisimin) inersiya momenti diisiinjesi bilen tanysalyn.
Kesgitleme. Mehaniki sistemanyn berlen z oka goré inersiya momenti diylip, sistema
girydn material nokatlarynn massalarynyn bu nokatlardan z oka ¢enli uzaklyklarynyn
kwadratlaryna kopeltmek hasyllaryndan ybarat bolan jeme aydylyar:

n
L, =>m -h, (35.7)
k=1

bu yerde h, —m, massaly material nokatdan z oka genli uzaklyk.
Suna menzeslikde O nokada goré inersiya momenti kesgitlenyar:

n
Iy = kzmk 1 (35.8)
=1

bu yerde r, —m, massaly material nokatdan O nokada cenli uzaklyk.
Bellik. Gaty jisimin inersiya momenti kesgitlenende jisimi tiikkeniksiz kop sanly
material nokatlardan ybarat mehaniki sistema hokminde kabul etmeli. Inersiya
momentifi 6lgeg birligi kg - m?.
Goy, gaty jisim Oxyz koordinatalar sistemasynda seredilyan bolsun.
ZA

<V

35.2-nji surat
Jisimin A(X, Y, z) nokadynyii massasyny m, A nokatdan z oka cenli uzaklygy h bilen

belgilesek, jisimin z oka gora inersiya momenti
l,=>m-h?

afilatma  bilen kesgitlener. Suratdan gorniisi  yaly, h?*=x*+y?. Diymek,

IZ=Zm-(x2+y2). Elbetde, suiia menzeslikde, 1,1, ululyklary hem kesgitlap

y

bolar. Onda jisiminn koordinatalar oklaryna gord inersiya momentleri asakdaky
gorniisde bolar:

l, =Zm-(y2+zz), 1 :Zm-(x2+22), 1, :Zm-(x2+y2) (35.9)
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Kesgitlemesi boyunga 1o =>'m-r>. Emma r? =x*+y? +2z° deiiligi goz hiinde
tutup,
IO:Zm-(x2+y2+zz) (35.10)
denligi alarys. (35.9), (35.10) formulalardan
|o:%(|x+|y+|z) (35.11)

baglanysygy taparys, yagny jisimifi koordinatalar baslangyjyna gorid inersiya
momenti onun koordinatalar oklaryna gorid inersiya momentlerinin yarym
jemine den.

Goy, jisim yuka plastina gorniisli, yagny galyilygy ujypsyz jisim bolsun.

AY

a
_

35.3-nji surat

35.3-nji suratdan gorniisi yaly, I, => m-y® l, =>'m-x°
we
IO:Zm-rZ:Zm-(x2+y2). (35.12)

Bu yerden

lo=1+1, (35.13)
baglanysygy taparys, yagny tekiz figuranyn koordinatalar baslangyjyna gora
inersiya momenti onun koordinatalar oklaryna gorid inersiya momentlerinin
jemine dern.
Elbetde, (35.12), (35.13) formulalary (35.10), (35.11) formulalarda degislilikde,
z=0, I, =1, goyup hemalyp bolar.

Hasaplayys islerinde jisimin oka goérd (meselem, z oKy) inersiya radiusy
ululykdan peydalanylyar. Jisiminn z oka g0rd p inersiya radiusy asakdaky denlik
bilen kesgitlenyar:

I, =m-p? (35.14)
bu yerde m-jisimin massasy.

) 35.4. Kabir birjynsly jisimlerif inersiya momentleri.
Y onekey geometrik formaly kabir jisimlerifi inersiya momentlerini kesgitlali.
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1. Material kesim (sterzen). Uzynlyy | bolan, m massaly AB kesimini A nokada ya-

da Ay oka goré inersiya momentini kesgitlalin.

o
bt 4

35.4-nji surat

AB sterzeni tiikeniksiz kigi elementar bolejiklere bolelin. Elementar bolejikden
A nokada ¢enli uzaklygy x bilen, onuni massasyny Am bilen belgildlin. Onda

lya=1,=> Am-x*
Eger elementar bolejigin uzynlygyny Ax bilen belgilesek, Am= p-Ax( p-sterzenin

dykyzlygy) bolar. Bu yerden
Ia=1,=2 p-x*-AX

Bu jemin predeli 0-dan I-e ¢enli alnan kesgitlenen integral bilen tapylyar. Diymek,
|
3 I3 12 1 12

|
X
o=, =[p-Xdx=p- " =p-==p-l===m-
a=ly gp Py PP
Seylelik bilen, sterzenin basky nokadyna ya-da basky nokadyndan gec¢yén sterzene
perpendikulyar oka goré inersiya momenti
|A:|y:% 12 (35.15)

formula bilen kesgitlenyar.

2. Material géntburcluk.
Taraplarynyn uzynlyklary a, b we massasy m bolan OABC yuka gonuburcluk

gorniisli plastinanyii Oy oka gord inersiya momentini kesgitlalin.

YA
A B
b prrrrzrzrzszz 77 777

a C X

@)
35.5-nji surat

OABC goniibur¢lugyn meydanyny Ox oka parallel goni c¢yzyklar bilen
elementar bolejiklere bolelin. Her bir bolejigi kesim hokmiinde kabul edip, bu
1

bolejigint Oy oka gdrd inersiya momentinifi (35.15) fomulanyii esasynda =Am-a®-a
dendigini belldlin; Am-bolejigin massasy. Onda dhli plastina iicin
1 2 1., 1.2
l,=) —Am-a“=-a Am=—m-a
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detiligi alarys. Seylelik bilen,

Iy:%m-az (35.16)
Yokardaka menzeslikde,
|X=%m-b2 (35.17)

formulany alarys. (35.13) formulanyn esasynda (35.16), (35.17) formulalardan
taparys:

IO:IX+Iy:%m-(a2+b2) (35.18)

3. Material téwerek.
R radiusly, m massaly material toweregin onun merkezi O nokada gora inersiya
momentini kesgitlilin.

35.6-njy surat
Toweregi elementar dugalara bolelii; Am-elementar duganyin massasy. Ahli
elementar dugalar O nokatdan R aralykda yerlesyérler, diymek,

lo => AmR? =R*Y" Am=mR?
Seylelikde, toweregin onun merkezine gord, seyle-de, merkezinden gecyan,
toweregin tekizligine perpendikulyar z oka gora inersiya momenti

I, =mMR? (35.19)
formula bilen tapylyar.

4. Tegelek (disk)
R radiusly, m massaly tegelegin O merkezine gOrd inersiya momentini

kesgitlalin.
y A

r
O E; >

X

35.7-nji surat
Umumy merkezli konsentrik tOwerekler bilen tegelegi elementar halkalara bdlelin.
Halkanyn radiusyny r, galynlygyny Ar, massasyny Am bilen belgildlin. Her bir
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halkany téwerek hokmiinde kabul edip, tegelegii inersiya momentini 1o => Am- r’—
a dendigini taparys. Tegelek birjynslydygy sebépli onunt dykyzlygy p = %—a den,

elementar halkanyn meydany birinji tertipli tiikeniksiz kigi takyklygy bilen 271 - Ar—

¢ den, diymek, Am= p-27r-Ar. Bu yerden
R 4R 4 4
o= p-27r%- Ar :jp-ZﬂFSdr:2ﬂ-p% —orp R gy M R R
0 0
Seylelik bilen, tegelegiii onun merkezine gord ya-da tegelegiii merkezinden gecyin,
tegelegin tekizligine perpendikulyar z oka gora inersiya momenti
1

lo :EmRZ (35.20)

formula bilen kesgitlenyar.

5. Tegelek silindr.
R radiusly, m massaly tegelek silindrin onun z aylanma okuna goré inersiya
momentini tapalyn.

A

35.8-nji surat
Esasyna parallel tekizlikler bilen silindri tegeleklere bolelin. Her bir tegelegin z oka

gord inersiya momenti (35.20) formulanyn esasynda %AmRz—a deni, Am—tegelegin

massasy. Ahli tegeleklerifi inersiya momentlerini jemlip, silindrifi Z oka gora inersiya
momentini taparys:

l, = Z%AmRZ = % R*>" Am =%sz2
Seylelikde, tegelek silindrin onun aylanma okuna gora inersiya momenti
1
1, :EmRz (35.21)

formula bilen kesgitlenyar.
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6. Material sar.
R radiusly, m massaly saryn onun O merkezine gord inersiya momentini
tapalyn.

35.9-njy surat
Sary umumy merkezli, konsentrik sferalar bilen sfera gorniisli yuka gatlaklara
bolelin, r-gatlagyn radiusy, Am-massasy, Ar-galyillygy. Gatlagyn &hli nokatlary
saryn merkezinden r aralykdalygy sebépli, gatlagyn O nokada gora inersiya momenti
Am-r?-a defi.

Saryn O nokada goré inersiya momenti dhli gatlaklaryn O nokada gora inersiya
momentleriniii jemine defl.

Elementar sferik gatlagyn gowriimini birinji tertipli tiikeniksiz kici takyklygy
bilen 47r?.Ar-a deti hasap edip bolar, onda onuii massasy Am=p-4zr®-Ar.

Diymek, 1o =Y p-4x r*.Ar ya-da predele gecip taparys:

R 5 2
R A4z .3 3R° 3
lo=[p-drnridr=4r-p-—=p——R>*. = ="mR?
0 g P prg =P R =
Seylelik bilen, saryn onuil merkezine gord inersiya momenti
lg = g mR? (35.22)

fomula bilen kesgitlenyar.
Saryn baslangyjy saryn merkezinde bolan koordinata oklaryna gord inersiya
momentlerini  kesgitlemek Ggin 1, =1,=1, deiligi bellilin. Onda (35.11)

formulanyn esasynda taparys:

=1 =|Z=§|O=§mR2 (35.23)

35.5. Gyuygensiii teoremasy.

Jisimin parallel oklara gord inersiya momentlerinin arasyndaky baglanysyk
asakda getirilen teorema bilen gorkezilyar.
Gyuygensin teoremasy. Jisimin berlen oka gord we bu oka parallel, jisimin agyrlyk
merkezinden gecyédn oka gord inersiya momentlerinini tapawudy jisimiii massasynyn
bu oklaryn arasyndaky uzaklygyn kwadratyna kopeltmek hasylyna den.
Subudy. Koordinatalar baglangyjyny (O) jisimin agyrlyk merkezinde alalyn. Berlen
oky z' bilen, z' oka parallel, O nokatdan gecdyn oky z bilen belgildlin. Oy okuny
z' oky kabir O"nokatda kesip gecer yaly, x'oky O’ nokatdan Ox oka parallel (35.10-
njy surata seret) gegirelin.
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A
Y

35.10-njy surat

z we Z'oklaryn arasyndaky uzaklygy | bilen, jisimint massasyny M bilen belgilalin.
(35.9) formuladan |, = Zm(x2 + y2) we |, = Zm(x’2 + y’z).

Goy, A-jisimin erkin nokady bolsun. Parallel gogiirmede X' =x, y'=y-I,
z' = z koordinata 6zgertmelerini ulanalyn. Onda:
I, :Zm(x2 +(y—|)2)=2m(x2 +y? —2Iy+|2):2m(x2 + yz)—ZIZmyHZZm:
=1,-21> my+I1°M.
Emma > my ululyk (35.5 formula boyunga) My ululyga defi, bu yerde Yy —jisimifi
agyrlyk merkezinin koordinatasy. Jisimin agyrlyk merkezi O nokatda (koordinatalar
baslangyjy) bolandygy sebipli, y. =0, ya-da > my=0. Onda

=1, +MI? (35.24)

Teorema subut edildi.
Hristian Gyuygens 1629-njy yylyn 14-nji aprelinde Gaaga
siherinde eneden dogulyar. Onui ilKkinji isleriniin biri 1651-nji
yylda “giperbolanyii, ellipsifi we toweregin kwadraturasy” ady
bilen ¢cykyar. 1654-nji yylda ewolyut we ewolwent nazaryyetini
acyar. 1673-nji yylda mehanika degisli bolan “Mayatnik
sagady” diylen isi ¢ap edilyir. Gyuygens erkin gagyan jisim
iicin deitizlenyin hereketin kanunyny yiize cykaryar. Ol
Fransiyanyn ylymlar akademiyasynda birnige yyl isleyir.

Hristian Gyuygens
(1629-1695)
(35.24) formuladan 1, >1, densizlik gelip ¢ykyar, yagny berlen ugur
boyunca inersiya momentlerin in Kicisi agyrlyk merkezinden gecyin ok boyunca
bolup duryar.
Subut edilen teoremanyn ulanylysyndan bir mysala seredip gegelin.
Mysal. | uzynlykly, m massaly sterzenin agyrlyk merkezine gord inersiya momentini
kesgitlemeli.
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Coziilisi. 7

A
N | -
v

35.11-nji surat
C-sterzenin agyrlyk merkezi;

Z-sterzenin basky nokadyndan gecyan, sterzene perpendikulyar ok;
z'- C nokatdan gecyén, z oka parallel ok.
Elbetde, 1, =1, , I =1,.. Onda, Gyuygensin teoremasyndan alarys:

I2
l,=l~4+m —| ,
v=te+n(y)

lo = IA—lmI2 P R L L
4 3 4 12
Iczéml2

35.6. Bir nokatda kesisyin oklara gori inersiya momentler. Inersiya ellipsoidi.
Gyuygensin teoremasyndan jisimin berlen oka gOrd inersiya momentini
kesgitlemek ti¢in jisimin agyrlyk merkezinden gecyén, berlen oka parallel oka gora
inersiya momentini kesgitlap bilmek yeterlikdigi gelip ¢ykyar. Su sebépli, jisimin bir
nokatda (meselem, jisimin agyrlyk merkezinde) kesisydn oklara gord inersiya
momenlerini kesgitlemeklik meselesini goyalyn. Erkin O nokady Oxyz koordinatalar
sistemasynyn baslangyjy hokmiinde alalyn.
O nokatdan, koordinata oklary bilen degislilikde «, /3,y burclary emele getiryan OL
oky gecirelin.

X 35.12-nji surat
Jisimin OL oka gord | inersiya momentini kesgitldlin. Jisimi elementar
bolejiklere, yagny material nokatlara bolelin. A-jisimin erkin nokady; X,y,z-A nokadyn
koordinatalary; h-A nokatdan OL oka cenli uzaklyk. Onda | = thz. m-A nokadyn

massasy. Analitiki geometriyadan belli bolsy yaly, A nokatdan OL goni ¢yzyga cenli
uzaklygyn kwadraty

h? =(ycosy—zcos ) +(zcosa —xcos y )’ +(xcos B—ycosa)’
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formula bilen tapylyar. Bu denlikde yaylary agyp, yonekey ozgertmelerden sofi
alarys:
h? = cos? a(y? + 22)+ cos® B(z2 + x2 )+ cos? y(x? + y2)— 2cos cosy - yz -
—2C0Sy COS - ZX — 2C0Sa COS 3 - Xy
Diymek,
| =Y mh? =cos* &Y. m(y? + 22 )+ cos? B3 m(z% + x2 )+ cos® y Y- m(x? + y2 )
—2C0S/4C0Sy Y myz—2C0Sy COSer Y \MzX — 2C0Sa COS Y MXy
(35.9) formuladan belli bolsy yaly, > m(y2 + 22), Zm(z2 + xz),z m(x2 + y2) jemler
degislilikde koordinata oklaryna goré 1,,1,,1, inersiya momentleri bolup duryarlar.
> myz ,> mzx ,> mxy jemler merkezden gaydyan inersiya momentler diylip
atlandyrylyarlar we degislilikde 11,1, bilen belgilenyarler. Elbetde, bu
momentleri hasaplamak (gin kesgitlenen integrallary ulanmaly. Eger, I, =A,
l,=B, 1,=C, 1,=D, I,,=E we I, =F belgileleri girizsek, onda soniky deiilik:
| = Acos® o + Bcos? f+Ccos® y —2Dcos S cosy — 2E cosy cosa — (35.25)
—2F cosa cosf
gorniise geler. A,B,C,D,E,F koeffisiyentler belli bolanda O nokatdan gegyan,
koordinata oklary bilen «,fB,y burclary emele getirydn oka go0rd inersiya

momentlerini (35.25) formula bilen hasaplap bolar. Inersiya momentlerinin o, 3,y
burglara baglylyklarynyn geometrik manysyny 6wrenelii.
AZ

X 35.13-nji surat
O nokatdan diirli ugurlar boyunga oklary gecirelin. Her bir okuii iistiinde OK = I

1

kesim alyp goyalyn, bu yerde I-jisimin seredilydin oka goOrd inersiya momenti.
Seylelik bilen, O nokatdan ¢ykyan her bir oka, bu ok boyunca ugrukdyrylan OK
kesim degisli bolar. K nokatlaryn geometrik ornuny kesgitlilin. Eger K nokadyn
koordinatalaryny x,y,z bilen belgilesek,

X=0K-cosa,y=0K-cosf,z=0K-cosy
bolar ya-da
Cosa  Ccosp _  cosy

NN RN/}

X =

Bu yerden
cosa = x+/1,c0s B = y/I ,cosy = z-/I
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Bu ululyklary (35.25) formulada yerine goyup,
Ax? + By? + Cz%? — 2Dyz — 2Ezx — 2Fxy =1 (35.26)
denlige geleris. Diymek, K nokatlaryn kopliigi (35.26) formula bilen berilydn merkezi

O nokatda bolan ikinji tertipli iisti emele getiryar. Analitiki geometriyadan belli bolsy
yaly, (35.26) denleme ellipsoidin denilemesi. Bu ellipsoide inersiya ellipsoidi diyilyar.

1 1
OK =— deilikden | =

VI OK?
cykyan oka gord inersiya momenti bu ok bilen inersiya ellipsoidinini kesigsme
nokadynyn radius-wektorynyn uzynlygynyn kwadratyna ters proporsionaldyr.

denlik gelip ¢ykyar. Diymek, jisimin O nokatdan

35.7. Jisimin bas inersiya oklary.

Analitiki geometriyadan belli bolsy yaly, ellipsoidin ii¢ sany 6zara perpendikulyar
simmetriya oky bar, bu oklara degisli edilende ellipsoidin deiilemesi koordinatalaryn
kopeltmek hasyllary bolan agzalary 6ziinde saklamayar.

Erkin alnan O nokat {igin gurlan inersiya ellipsoidinifi oklary jisimin O
nokatdaky bas inersiya oklary diylip atlandyrylyar. Eger O nokatdaky bas inersiya
oklaryny Oxyz koordinatalar sistemasynyn oklary hokmiinde kabul etsek, (35.25)
denleménin ¢epindiki sonky ii¢ agza yiter, yagny

D=1,=0,E=1,=0,1,=0
bolar. Diymek, jisimifi O nokatdan gecydn, bas inersiya oklary bilen «, £,y burclary
emele getiryén oka gora inersiya momenti
| = Acos’ « +Bcos? B+Ccos’ y (35.27)
formula bilen kesgitlener, bu yerde A,B,C-jisimin O nokatdaky bas inersiya
oklaryna goréa inersiya momentleri.

Jisimin agyrlyk merkezinde gurlan inersiya ellipsoidine merkezi inersiya
ellipsoidi diyilyar. Merkezi inersiya ellipsoidin oklaryna bas merkezi inersiya
oklary diyilyér,

Jisimin erkin oka gord inersiya momentini kesgitlemek ti¢in jisimin &,7,{ bas
merkezi oklarynyf ugurlaryny, jisimifi bu oklara gord 1.,1,,1, inersiya momentlerini
bilmek yeterlik. Hakykatdan hem goy bas merkezi inersiya oklary bilen o, f,y
burclary emele getiryan L' oka gord 1’ inersiya momentini kesgitlemeklik meselesi
goylan bolsun. Jisimin agyrlyk merkezinden L' oka parallel L oky gegirelif.
Asakdaky belgilmeleri girizelin:
| —L,L -oklaryn arasyndaky uzaklyk; I-jisimin L oka gord inersiya momenti; m-
jisimifi massasy. Onda, 1'=1+ml?. Basga tarapdan, |= |§C032a +1, cos’ B+
+1, cos’ . Bu yerden

I'=1.cos’a+1,cos’ B+1,cos’ y +ml? (35.28)
GoOrntisi yaly, bas merkezi inersiya oklarynyii wajyp orny bar.

Umumy yagdayda, bas merkezi inersiya oklarynynn ugurlaryny kesgitlemek
ordn ¢ylsyrymly mesele. Yone asakda getirilen subutsyz kabul ediljek teoremalardan
gorniisi yaly, eger jisimifi simmetrik formasy bar bolsa, bas merkezi inersiya
oklarynyn ugurlaryny kesgitlemek yenillesyar.
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1-nji teorema. Eger jisimin simmetriya tekizligi bar bolsa, onda bas merkezi inersiya
oklarynyn biri simmetriya tekizligine perpendikulyardyr (diymek, beyleki ikisi bu
tekizlikde yatyar).

2-nji teorema. Eger jisimin simmetriya oky bar bolsa, onda bu simmetriya oky bas
merkezi inersiya oky bolup duryar.

3-nji teorema. Eger haysy hem bolsa bir O nokatdaky bas inersiya oklarynyn biri
jisimin agyrlyk merkezinden gecyén bolsa, onda bu ok bas merkezi inersiya okudyr.
Bellik. Eger jisimin bas merkezi inersiya oklaryna gord inersiya momentleri 6zara
deii bolsa, yagny I, =1, =1, bolsa, onda bu jisimiii inersiya ellipsoidi sar bolup
duryar. Bu yagdayda jisimin agyrlyk merkezinden gecydn erkin ok jisimifi bas
merkezi inersiya oky bolyar we jisimifi bu oklara gord inersiya momentleri 6zara
dendirler. Birjynsly kub seyle jisimin mysaly bolup biler.

§36. Mehaniki sistemanyi massalar merkezinin hereketi hakyndaky teorema.

1. Sistemanyn hereketinin differensial defnilemeleri.
2. Sistemanyn massalar merkezinin hereketi hakyndaky teorema.
3. Massalar merkezinin hereketinin saklanmak kanuny.

36.1. Sistemanyn hereketinin differensial defilemeleri.

{mk K :L_n} mehaniki sistema seredelifi. Onki paragrafda bellip gecisimiz
yaly, sistema tdsir edyédn giiy¢leri iki topara bolelin: icki giiycler, dasky giiycler. m,
massaly material nokada ayratynlykda seredelin. Sertli belgilemeler girizelin:
Ifki —m, massaly nokada tédsir edyén icki giiyclerin dentésiredijisi;
Ifke —m, massaly nokada tésir edyin dasky giiyclerin dentdsiredijisi;
a, —m, massaly nokadyn tizlenmesi.
Seredilyan nokat U¢in dinamikanyn ikinji kanuny

ma, =F +F¢ (36.1)

gornilisde yazylyar.

Umumy sistema iigin bu denlemeler n sany bolar (k =1,_n) Bu n sany
denlemani koordinatalar oklaryna proyektirlesek, 3n sany

d2x :
kagksz'erFki,

2 R
rm%fng@+a; k=Ln, (36.2)
my a2 =F,+Fg

differensial defilemleri alarys. (36.2) denlemeler sistemasy mehaniki sistemanyn
hereketinin differensial defilemeleri bolup duryar.
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36.2. Sistemanyii massalar merkezinin hereketi hakyndaky teorema.

Kabir halatlarda sistemanyn (hususanda, gaty jisimiil) hereketini
hésiyetlendirmek {li¢cin onunt massalar merkezininn hereket kanunyny bilmek yeterlik
bolyar. Bu kanuny kesgitlemek ii¢in (36.1) deilemd girydn n sany detileméni 6zara
gosalyn. Netijede alarys:

n n n
>ma, =Y R+ Fe (36.3)
k=1 k=1 k=1

Alnan denleménin ¢ep bélegini 6zgerdelin. (35.6) formuladan bilsimiz yaly,

n
> M f =M -
k=1

Bu detileménin iki tarapyny hem iki gezek differensirldlin:

o dT, d*r,
m —<=M—¢
Eé; “ dt? dt?
ya-da
n
Yma, =M -a. (36.4)
k=1

bu yerde & — sistemanyn massalar merkezinin tizlenmesi.
Icki giiyclerin jiibiit-jiibiitden garsylykly ugrukdyrylyp, ululyklary boyunga

n .
dedikleri sebipli, > F; =0. Onda (36.3)-den (36.4)-i ulanyp taparys:
k=1

n —
M -3, = kz = (36.5)
=1

Alnan (36.5) deiilemédni teorema hokmiinde tassyklalymi.

Sistemanyii massalar merkezinin hereketi hakyndaky teorema. Sistemanyn
massasynyn massalar merkezinin tizlenmesine kdpeltmek hasyly sistema tisir edyian
dasky giiyclerinn wektorlayyn jemine den.

(36.5) denilemdni material nokadyni hereket denilemesi bilen denesdirsek
yokardaky teoremany seyle beyan etmek bolar:

Mehaniki sistemanyi massalar merkeziniin hereketi massasy sistemanyn
massasyna deii bolan material nokadyn sistemanyn dasky giiyclerinin tisiri
astyndaky hereketi yaly bolup gecyar.

(36.5) denilemini koordinatalar oklaryna proyektirldp,

n
M - Xe :ZFki'
k=1

M-, = kz Fe (36.6)
=1

n
M Lo = Zerz
k=1

denlemeleri alarys.
Bellik. Subut edilen teorema mehaniki sistemanyn massalar merkezinin hereketi
owrenilende nabelli igki giiy¢leri goz onilinde tutmazlyga miimkingilik beryér.
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36.3. Massalar merkezininn hereketinin saklanmak kanuny.
Sistemanyn massalar merkezininn hereketi hakyndaky teoremadan kabir wajyp
netijeler gelip ¢ykyar. Bu netijeleri seljerelint we kidbir mysallara seredip gecelin.
1. Goy, sistema tisir edyan dasky giiyclerin wektorlayyn jemi nol wektor bolsun,

n — — —
yagny > F’=0. Onda, (36.5) defilemeden a. =0 ya-da 0. =const bolmalydygy
k=1
gelip ¢ykyar. Diymek, eger sistema tésir edyan dasky giiyclerin wektorlayyn jemi nol
wektora den bolsa, sistemanyn massalar merkezi gonigyzykly we dendlgegli hereket
edyar. I¢ki giiyclerin sistemanyn massalar merkezinin hereketine tésiri yok.
2. Goy, sistema tdsir edydn dasky giiyclerin haysy hem bolsa bir oka, (meselem, x

n
okuna) proyeksiyalarynyi jemi nola defi bolsa, yagny > F. =0 bolsa, onda (36.6)
k=1

denlemeden X. =0 ya-da %. =uv., =const bolyandygy gelip ¢ykyar, yagny sistema
tasir edyan dasky giliyglerin X okuna proyeksiyalarynyn jemi nola dei bolsa, onda
massalar merkezinii bu ok boyunca tizligi hemiselikdir.
Getirilen netijeler massalar merkezinin saklanmak kanunyny gorkezyar.

Kébir mysallara seredip gecelin.
Mysal. Agramy P, uzynlygy | bolan gayygyn iki gyrasynda agramlary P,,P; bolan
iki sany adam otyr. Adamlar yerlerini galsanlarynda gayyk nice aralyga siiyser?
Suwun garsylygyny goz o6niinde tutmaly dal.
Coziilisi.

36.1-nji surat

I¢ki giiy¢leri géz 6niinde tutmazlyk Ggin adamlary we gayygy bir sistema hokmiinde
kabul edelifi. P, ISA, ISB, N -dasky giiycler (N -suwuii reaksiyasy).

n
Ox-okuny 36.1-nji suratda gorkezilisi yaly alalyf. Gorniisi yaly, > R =0,
k=1
yagny dasky giiy¢lerii X okuna proyeksiyalarynyn jemi nola den, diymek, vg, =0
(gayyk ilki bagda dynglykda). Onda x. =const bolmaly. 36.1-nji suratda gayyk ilki
basda we sonky yagdayda sekillendirilen. Sistemanyn massalar merkezi liytgemeyar.
Diymek,

|
mA.0+m.|2+mB.| mB-x+m(2+xj+mA(l+x)

my+m+mg M, + M+ Mg
m,, Mg, M-degislilikde adamlaryn we gayygyn massasy; X-gayygyn siiysen aralygy.
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Bu defileméni (m, +m+mg)-g ululyga kopeldip alarys:

PIE+ Py -l=Py X+ PG+X)+ P, (1 + %)

(PB _PA)°I

TFAt g

Eger, P; > P, bolsa gayyk saga, eger P; < P, bolsa gayyk ¢epe siiyser, Py =P,
bolsa, gayyk onki yerinde bolar.
Mysal. Walyn massalar merkezi aylanma okundan AB =b aralykda. Walyii massasy
m,, motorynl beyleki bdleklerinin massasy m,. Eger walyn burg tizligi o = const
bolsa, yylmanak gorizontal tekizlikde goylan motor nahili hereket eder? Eger motor
D nokatda bolt bilen gorizontal tekizlige berkidilse, bolta tasir edydn maksimal guyji
kesgitlemeli.

Coziilisi. VA

Alnan ¢yzykly denlemeden X = bolyandygyny taparys.

36.2-nji surat
Waly aylayan giycleri icki glycler etmek tgin wal+motor sistema seredelin.

1. Berkidilmedik motora tisir edyian dasky giiy¢ler ( P m, g, P2 =m,g we tekizligii
reaksiyasy) wertikal. Diymek, Ox ok boyunca hereketin saklanmak kanunyny ulanyp
bolar. Basglangy¢ pursatda A,B nokatlar bir wertikalda (Oy okunda) yerlesyarler diyip
alsak, Ox oky boyunca A nokadyn siiysmesi X, B nokadyn siiysmesi X+bsin¢ bolar,
p=w-t denligi gbéz oOnlnde tutup, hereketin saklanmak kanunyndan
m,X +my(x + Bsin @) =0 deiiligi alarys, Bu yerden

X =— sin(w-t)

m, +m,
Motor w aylaw yygylykly garmoniki yrgyldy hereket eder.
2. Motor bolt bilen berkidilen bolanda, (36.6) denlikden (x oky boyunca)
R, :(m1+m2)-5('C (R,boltun X oky boyunga reaksiyasy) denleméni alarys.

Sistemanyn massalar merkezi X; = (mle +m2xA). A-gozganmayan nokat,

m, +m,
(x,=0), xg =bsin(w-t). x.-ni iki gezek differensirlap, R, =(m, +m,) .
denilemede goysak,
R, =—mbao’sin(w-t)

deiligi alarys. Bu giiyjiit maksimal bahasy elbetde, m,bw®—a det.
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§37. Mehaniki sistemanyi hereket mukdarynyi iiytgemegi hakyndaky teorema.

1. Mehaniki sistemanyn hereket mukdary.

2. Mehaniki sistemanyni hereket mukdarynyn iiytgemegi hakyndaky
teorema.

3. Hereket mukdarynyn saklanmak kanuny.

37.1. Mehaniki sistemanyn hereket mukdary.
{mk K :L_n} mehaniki sistema seredelin. Goy, 0, —m, massaly nokadyn tizligi
bolsun.
Kesgitleme. Mehaniki sistema girydin material nokatlaryn hereket mukdarlarynyn
wektorlayyn jemine (bas wektoryna) mehaniki sistemanyn hereket mukdary
diyilyar.

.5n

37.1-nji surat

— n -

Q=2 M5 (37.1)

k=1
N n
Q —sistemanyfi hereket mukdary. (35.6) formuladan gelyan > m,f, = Mf, deiligifi
k=1
. o n._dr, dr, . . . . .
iki tarapyndan 6niim alyp, > m, P M e ya-da > m,5, =M -5 deiilige geleris.
k=1

Bu yerden:

Q=M -5 (37.2)

Diymek, sistemanyi hereket mukdary sistemanyih massasynyin massalar
merkezinin tizligine kopeltmek hasylyna den.

(37.2) formuladan gorniisi yaly, eger hereketdéki jisimin (sistemanyi) massalar
merkezi hereket etmeyin bolsa, sistemanyii hereket mukdary nola deii. Meselem,
massalar merkezinden gegyan okun dasyndan aylanyan jisimin hereket mukdary nola
den.

Eger jisimifi hereketi ¢ylsyrymly hereket bolsa, onut Q hereket mukdary
jisimin hereketinii aylanma bdlegine bagly dél. Meselem, tigirlenyan tigir Gcin
massalar merkezinifi dasynda aylanmasyna baglanysyksyz Q = M -Uc bolar. Seylelik
bilen, sistemanyn (jisimin) hereket mukdaryny onunl hereketiniii 61ie bolan boleginin
hasiyetnamasy hékmiinde kabul edip bolar.

37.2. Mehaniki sistemanyn hereket mukdarynyi iiytgemegi hakyndaky teorema.
(36.1) dernilige girydn n sany defilemani 6zara gosalyn:
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k=1
oL & dp, d& . . dx
ma =>m —=—>» Mo, =—
kzﬂkk ékdt dtékkdtQ
Netijede
d—Q:zlfke (37.3)
dt o

formulany alarys. (37.3) defileméni teorema hokmiinde tassyklalyn.
Hereket mukdarynyn iiytgemegi hakyndaky teorema (differensial gorniisi).
Mehaniki sistemanyn hereket mukdarynyni 6niimi sistema tédsir edyan dasky giiy¢lerin
wektorlayyn jemine de.

(37.3) denlik koordinatalar oklaryna proyeksiyalarda

dQ _¢pe 9 _$pe dQ _$
X — F , —=—= F ’—Z: FZ 374
dt kz:1kx dt I(Zﬂky dt kZ::lk ( )

gorniise eye bolar, bu yerde
n n n
Qx = kz mkka J Qy = kZ: mkUky ) Qz = kZ: mkUkz J
=1 =1 =1
yagny sistemanyn koordinatalar oklary boyunga hereket mukdarlary.
Goy, t=0 pursatda sistemanyn hercket mukdary QO, t-wagt pursatda Q
bolsun. (37.3) denligi degisli ¢éklerde integrirlesek,
— — n t —
Q_Qo ZZJerdT (37.5)

k=1p

t
denligi alarys. Emma mélim bolsy yaly, I Fédr— F¢ giiyjiini t wagtyh dowamyndaky
0
impulsydyr. Diymek,
— — n —
Q-Qp=2S¢ (37.6)
k=1
(37.6) formulany teorema hokmiinde tassyklalym.
Hereket mukdarynyii iiytgemegi hakyndaky teorema.
Mehaniki sistemanyn hereket mukdarynyin kébir wagtyn dowamynda
iytgemegi sistema tdsir edydn dasky giiyclerin su wagtyn dowamyndaky

impulslarynyil jemine den.
(37.6) formula koordinatalar oklaryna proyeksiyalarda,

Qx_QoziSkex*Qy_QOZiSkGy!Qz_QOZZn:SIfz (37-7)
k=1 k=1 k=1

gorniisde bolar.
Getirilen teorema bilen sistemanyn massalar merkezinin hereketi hakyndaky
teoremanyn arasyndaky arabaglanysyga seredelin.
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%:QC defiligi goz 6fiiinde tutup, Q=M U denligi (37.3) formulada
goysak,
n —
Mac = > R
k=1
bolyandygyny goreris, yagny (36.5) formulany aldyk.
Diymek, massalar merkezinin hereketi hakyndaky we hereket mukdarynyn
uytgemegi hakyndaky teoremalar manysy boyunca bir kanunyfi mazmuny bolup
duryarlar.

37.3. Hereket mukdarynyn saklanmak kanuny.
Hereket mukdarynyn {liytgemegi hakyndaky teoremadan kabir wajyp netijeler
gelip ¢cykyar. Bu netijeler bilen tanysalyi.

n — —
1. Eger sistema tisir edyédn dasky giiy¢lerifi jemi nola defi bolsa, yagny > F =0
k=1
bolsa, onda (37.3) deinlikden sistemanyn hereket mukdarynyn hemiselikdigi gelip
cykyar, Q =const..
2. Eger sistema tédsir edydn dasky gilyglerin bir oka, meselem, X okuna

n

proyeksiyalarynyfi jemi nola deii bolsa, yagny > F;, =0 bolsa, onda (37.4)
k=1

denlikden Q, =const bolyandygyny goreris.

Bu netijeler hereket mukdarynyn saklanmak kanunynyni mazmunydyr. Gorniisi
yaly, icki guycler sistemanyn hereket mukdaryny {iytgedip bilmeyér. Kdbir mysallara
seredip gegelin.

Mysal. U gorizontal tizlikli, m massaly ok duran arabajygyn istiinddki i¢i ¢égeli
gutynyn i¢ine girydr. Arabajyk bilen gutynyn bilelikddki massasy M. Ok girenden son
arabajygyn tizligini kesgitlemeli.

Coziilisi.

u
N,4

i
L0

& X -, X’ i " T

ng'

b 4

37.2-nji surat
Eger, arabajyk+ok sistema seretsek, arabajyga ok girendaki urgy guyjini (icki
glyc) goz onilinde tutmasyz bolarys.
Sistema tisir edyin dasky giiyclerifi (mg, Mg -agyrlyk giiycleri, N;, N, -reaksiya
glycleri) gorizontal x oka proyeksiyalary nola den. Diymek, Q, =const, yagny
Q. =Qoy, bu yerde Qg -sistemanyn ok girménka hereket mukdary, Q,, -sistemanyn

ok girenden sonky hereket mukdary Diymek,
Qox=M-Uu+M-0,Q, =(Mm+M)-v
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m-u
(m+M)
Mysal. Kese-kesiginit meydany s=16sm?, yapgytlyk burcy « =30° turbadan suw

detiliklerden alarys:(m+M)-v=m-u ya-da v =

Bﬂk tizlikli hereket edyir. Suw massasy wertikal diwara urgudan son
Se

37.3-nji surat

wertikal ugur boyunca hereket edydr. Suwuil diwara edyidn basys giiyjlni
kesgitlemeli.
Coziilisi. Goy, At wagtda Am massaly suw bdlegi turbadan ¢ykyan bolsun (1-2
kesik).
R -diwaryii reaksiya giiyji.
U -suw massasynyn wertikal boyunga tizligi.
vy =8 _turbadaky tizlik.
sek

Hereket mukdarynyn {iytgemegi hakynda teoremadan (37.5-nji formula)
alarys: Am-5 —Am- 0, = R-At. Bu deiiligi x okuna proyektirlap, —Am-v, -cosa =
=—R-At ya-da Am-vg-cosa =R-At denligi alarys. Bu yerden Am=p-s-v,-At

(p=1000 k—%-suwufl dykyzlygy) bolyandygyny g6z 6niinde tutup alarys:
m

pP-S Uy -At-y,-cosa =R - At
ya-da
V3

2
R=p-s-02-cosa =10003 . 16sm? -(Si) 22 288 7N

m sek 2
R-diwaryn reaksiyasy, diymek, diwarada ululygy boyunca R-e deni bolan giiy¢ tdsir

edyér (dinamikanyn III kanuny).
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§38. Uytgeyin massaly jisimif hereketi. Raketanyn hereketi.

1. Uytgeyan massaly jisim.
2. Raketanyn hereketi. Meserskinin denlemesi.
3. Sialkowskinin formulasy.

38.1. Uytgeyan massaly jisim.

Klassyky mehanikada jisimifi massasy hemiselik ululyk hasaplanyar. Emma
kébir halatlarda, material nokatlaryn jisime gosulmagy ya-da jisimden ayrylmagy
sebdpli jisimin massasy liytgeyar.

Su paragrafda, jisimiii massasynyin liytgemegi iizniiksiz bolup ge¢yin halatyna
seredip gecelin. Massasy liznliksiz tiytgeyén jisime Uytgeyan massaly jisim diyilyéar.
Uytgeyin massaly jisimifi massasy wagta bagly m=F(t) tzniiksiz funksiya bolup
duryar.

38.2. Raketanyn hereketi. Meserskinin deflemesi.
Uzniiksiz iiytgeydn massaly jisimifi hereketini raketanyii hereketiniii
mysalynda dwrenelii.
M
] T~
PR

H /
Fe

38.1-nji surat
Yanan yangyjyii oniiminiii gorilik tizligini (raketa gord) U bilen belgildlii. Yanan
yangyjyn oniimini itekldp ¢ykaryan giiycleri icki gliycler hokmiinde kabul edelin.

Goy, At wagtyn dowamynda x massaly bolejik (yanan yangyjyn oniimi)
cykyan bolsun. Elbetde, u# ululygy boyunca dm-e den. m-raketanyn su pursatdaky
massasy. m-ululygyt kemelyindigi sebéipli (dm<0) z=—dm.

Raketa+bolejik sistema ticin (37.3) defileméni

dQ = Fedt (38.1)
gorniisde yazalyii. F°— raketa tisir edydn dasky giiyelerii jemi.

Eger raketanyn o tizligi dt wagtyn dowamynda do ululyga Uytgese,
seredilydn sistemanyn hereket mukdary m-do ululyga Gytgédr. t wagt pursatda
bolejigin hereket mukdary -0 -e deni (bolejik su pursatda jisiminl diiziiminde), t+ At
wagt pursatda ,u-(6+U) bolar. Sebabi bolejik U gosmaga tizlik alyar. Diymek, dt
wagtyin dowamynda bolejigin hereket mukdary

u-i=—dm-u
ululyga (iytgér. Sistemanyf hereket mukdary bolsa dQ =md & —dmi ululyga Uytgar.

dQ-ny (38.1) deflemede yerine goyup, defileminii iki bdlrgini hem dt
gysgaltsak,
md8 _ e gdm (38.2)
dt dt

denlemaéni alarys.
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(38.2) wektor denileme Meserskinin denlemesi diylip atlandyrylyar. (38.2)
defileminit sagyndaky soiiky gosulyjyny @ bilen belgilép,
m3% g, @ (38.3)
dt
gorniise getireliti. © wektor ululyga reaktiw giyc diyilyar.
Wagt birliginde sarp edilydn yangyjyn massasyny G, (wagt birliginde yanyan
yangyc) bilen belgildliii. Onda alamatyny g6z oiilinde tutsak,
dm
— =—G,
dt
denligi alarys, ya-da
d=-G, -0, (38.4)
yagny reaktiw gliyc wagt birliginde sarp edilydn yangyjyil massasynyn yanan
yangyjyn Oniiminin gorélik tizligine kopeltmek hasylyna dendir we ugry boyunga
gorilik tizlige garsylyklydyr.

38.3. Sialkowskinin formulasy.
Raketanyn hereketini dinie reaktiw giiy¢ tisir edende dwrenelin.
Goy, F¢ =0, 0 =const bolsun; x okuny 38.1-nji suratda gorkezilisi yaly alsak,
dm

v, =v, U, =-U bolar we (38.2) denleme m((jj—l: :_UE ya-da dv = —ud—m gornlise
m

geler. Bu denlemaéni degisli ¢éklerde integrirldp alarys:
v=v,+uln Mo (38.5)
m

Bu yerde m,-baslangy¢ massa, v,-baslangyg tizlik.

Asakdaky belgilemeleri girizelin:
m, -raketanyn korpusynyil we i¢indéki enjamlarynyil umumy massasys;
M, -yangyjyn massasy.

Elbetde,
Ahli yangy¢ gutarandan soti (38.5) defileme
0=y +U In(1+ ﬂ) (38.6)
My

''''''

howasyz we agyrlyk giiyjiininn yok yerinde dogrudyr. (38.6) formuladan gorniisi yaly,
predel tizlik su ululyklara bagly:
1. baslangyg tizlik v,;
2. yanan yangyjyn ontiminin u tizligi (¢ykys tizligi);
3. yangyjyn goralik M (Sialkowskiniil sany) mukdary.
My

Sialkowskiniii formulasynyn amaly taydan wajyplygy, bu formula kosmiki

hereket tigin gerek bolan uly tizlikleri almaklygyn usullaryny gorkezyar. Seyle usullar
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m. .

—,U,v, yaly ululyklaryi ulaldylmagy bilen amala asyrylyar. Ayratynda u we v,
My

ululyklaryn ulaldylmagy has yokary netije beryir. Ulanylyan suwuk yangy¢lar yanan

yangyjyn 6niiminin u = 3000 + 4500 ik ¢ykys tizligini almaga miimkingilik beryar.
Se

§39. Mehaniki sistemanyn hereket mukdarlarynyn bas momentinin iiytgemegi
hakyndaky teorema.

1. Mehaniki sistemanyn hereket mukdarlarynyn bas momenti (kinetiki
moment). Hereket mukdarlarynyi bas momentinin iiytgemegi hakyndaky
teorema (momentler teoremasy).

2. Gozganmayan okun dasynda aylanyan jisimin kinetik momenti.

3. Bas momentin saklanmak kanuny.

39.1. Mehaniki sistemanyn hereket mukdarlarynyi bas momenti (kinetiki
moment). Hereket mukdarlarynyii bas momentinin iiytgemegi hakyndaky
teorema (momentler teoremasy).

n sany material nokatdan ybarat bolan mehaniki sistema seredelin. Bu
nokatlaryn birini saylap alalyn. Alnan nokadyn massasyny m,, tizligini 5, bilen

belgililifi. Nokada tésir edyéin dasky we icki giiycler degislilikde FE we F, bolsun.

Material nokadyn hereket mukdarynyn nokada gbérd momentiniii iiytgemegi
hakyndaky teorema boyunca alarys:

d, . . = -
at (Mg (M5 )) = M (er )+ Mo (Fkl ) (39.1)
(39.1) deiileméni sistema degisli 4hli nokatlar {icin yazyp, denlemeleri 6zara gossak,
dd, - nooo/- n.oo_.
azmo(mkuk): zmo(er)+ Zmo(Fkl) (39.2)
k=1 k=1 k=1

denligi alarys. (39.2) denligin sag bdlegindaki ikinji gosulyjy icki giiy¢lerin hdsiyeti
— n - —
boyunca 0-a def; yagny Zrﬁo(Fk' )=O. Bu denligifi ¢epindiki jem gorniisli wektor
k=1

ululyga mehaniki sistemanyn hereket mukdarlarynyn O nokada gord bas momenti
ya-da kinetik momenti diyilyér, yagny

~ n
&=gﬁum@) (39.3)

IZO -bas moment (kinetik moment).
Yokarda aydylanlary goz 6iiiinde tutup,

K= my(F?) (39.4)
k=1

deiligi alarys. Alnan netijani teorema hokmiinde tassyklaly.
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Momentler teoremasy. Mehaniki sistemanyn hereket mukdarlarynyn gozganmayan
merkeze gord bas momentiniii oniimi sistema tédsir edyin dagky giliycleriin bu merkeze
gord momentleriniil jemine den.

Oka gora hem hereket mukdarlarynn bag momenti (kinetik moment) diisiinjesini
girizelin.
Kesgitleme. Mehaniki sistemanyn hereket mukdarlarynynn oka gord (meselem, x
okuna) bas momenti (kinetik momenti) diylip sistema giryin material nokatlaryn
hereket mukdarlarynyii oka gérd momentlerinin algebraik jemine aydylyar, yagny

n
K, = kz_lmx(mkﬁk) (39.5)

K, -bas moment (mehaniki sistemanyn kinetik momenti).

Material nokadyn hereket mukdarynyn oka gord momentinit liytgemegi
hakyndaky teoremany sistema girydn material nokatlar Ugin ulanyp, alnan
detilemeleri 6zara gosup,

dtio k=1
deiligi alarys. Bu yerden:
n —
9y =Sm () (39.6)
dt k=1

yagny mehaniki sistemanyn gozganmayan oka gori kinetik momentinin oniimi
sistema tisir edyin dasky giiyclerin bu oka gori momentlerin jemine den.

n —
Elbetde, (39.6) formula y,z oklar Ggin hem dogry, %Ky=2my(lﬁf),
k=1

n
i Kz = Zmz(lfke)
dt k=1

(39.6) formulanyn ulanylysyna degisli bir mysala seredip gecelin.

Mysal. Gorizontal okun dasyndan aylanyan r radiusly, Q agramly skiwin dasyna yiip
oralan. Yiipiii ujuna P agramly jisim berkidilen. Skiwe M =const aylandyryjy
moment (M momentli jiibiit) goylan. Galdyrylyan jisimin tizlenmesini tapmaly. Skiwi
material towerek hokmunde kabul etmeli.

39.1-nji surat
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Coziilisi. Skiwin nokadynyn tizligini 0 bilen belgilalin we mehaniki sistemanyn
(skiw+jisim) O nokada goré (O nokatdan gegyén, skiwin tekizligine perpendikulyar
oka gora) kinetik momentini tapalyn:

Ko :gu-HZmu-r:gu-Hu-er ,

Q

bu yerde m-gkiwiii nokadynyi (elementar bélejik) massasy. Elbetde, > m=-—=.

Onda KO:U—'r(P+Q). Sistema goylan dasky giliyclerin O nokada goré
9

momentlerinin jemi
Zmo(lfke)z M—P-r
dK, . r do
Momentler teoremasyndan T M—-P-r ya-da, —(P+Q)—
g

=M —P.r deiligi
dt

alarys. Bu denlikden gozlenyén tizlenméni taparys (% = aj )

a=M=p-r,

r(p+Q)

39.2. Gozganmayan okun dasynda aylanyan jisimin kinetik momenti.
Goy, jisim gozganmayan z okunyn dasyndan aylanyan bolsun. Bu jisimin
koordinata oklaryna gora K,,K,,K, kinetik momentlerini kesgitlalif.

39.2-nji surat

a) K, -in tapylysy.
Aylanma okundan h, aralykdaky nokadyn tizligi v, = @-h, den, bu yerde w-
jisimin burg tizligi. Diymek, bu nokat tgin
m, (M )= Moy -y =my -he - @
Onda jisim Ugin:
K,=2m-h-o=w-3m -,
K,=1, o . (39.7)
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Seylelik bilen, aylanyan jisimii aylanma okuna gori kinetik momenti bu jisimin
aylanma okuna gord inersiya momentinifi jisimifi burg¢ tizligine kopeltmek
hasylyna den.
Eger mehaniki sistema z okun dasyndan aylanyan birnédge jisimlerden ybarat bolsa,
onda

K,=1, o,+1l,, - 0,+..+1,, -0, (39.8)
n-jisimlerin sany.

Jisim pursatlayyn | aylanma okunyin dasyndan aylananda hem (39.7) formula
dogrudyr. Sebébi su pursatda isimifi nokalarynyn tizlikleri edil gozganmayan okun
dasyndan aylanma hereketdéki yaly paylanyar. Onda:

b) K, K, ululyklaryi tapylysy.

K, ululygy tapmak tgin m, (5, ) ululygy mx(lf)zy-FZ—z-Fy formulada F -i

U, bilen calsyralyn:
mx(mka): My YO, =M Z Uy
Emma

Y T ' N TR T ¢ L
J

Xe Yk

Dk:&ixrk:a)x y 2| = :_W‘yk‘f+w‘xk’]
X Yoo 4| X Yeo
Diymek, v, =@ X, , v, =0.0nda, m (M, )=-m,x,z,e. Bu yerden alarys:

Ky :me(mk‘jk):_a’zmkxkzk ;
K=l -o. (39.10)

X Xz

Suna menzeslikde,

Ky=-1,, @ (39.11)
bolyandygyny hem Kkesgitlaris. Seylelik bilen, gozganmayan z okun dasyndan
aylanyan jisimifi z okda yatyan O merkeze gord kinetik momenti K, wektoryi
koordinata oklaryna proyeksiyalary (39.7), (39.10), (39.11) formulalar bilen
kesgitlenyar.

Umumy yagdayda, K, wektor z oky boyunca ugrukdyrylmadyk. Emma Oz ok
jisim G¢in O nokatda bas inersiya oky bolsa (hususy yagdayda, simmetriya oky
bolsa), onda I, =1,, =0 bolar. Bu yagdayda K, =K, =0 we K;=K,. Diymek,
Oz aylanma ok O nokatda bas inersiya oky bolsa, K, wektor Oz oky boyunca
ugrukdyrylan, ululygy boyunga |,®-a deii.

39.3. Bas momentin saklanmak kanuny.

Momentler teoremasyndan asakdaky kabir netijeler gelip ¢ykyar.
1-nji netije. Goy, sistema goylan dasky giiy¢lerin O merkeze gord momentlerinin
jemi nola den bolsun, yagny

Zmo(ﬁke)zﬁ

bolsun. Onda (39.4) formuladan K, = const bolyandygyny alarys.
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Diymek, eger sistema goylan dasky giiyclerin O merkeze go0ra
momentlerinin jemi nola den bolsa, sistemanyn hereket mukdarlarynyn bu
merkeze gorid bas momenti hemiselikdir.
2-nji netije. Goy, sistema goylan dasky giliyclerin gozganmayan X oka gora
momentlerinint jemi nola den, yagny me(lfe):O bolsun. Onda (39.6) formuladan
K, =const bolyandygyny alarys.

Diymek, eger sistema goylan dasky giiycleriih gozganmayan oka gori
momentlerinin jemi nola den bolsa, onda sistemanyin bu oka gora Kinetik
momenti hemiselikdir.

Bu netijeler mehaniki sistemanynn hereket mukdarlarynyn bas momentinin
(kinetik momentinin) saklanmak kanunynyin mazmunydyr.

Yokarda getirilen netijeleri aylanyan sistema ii¢in ulanalyf. Gozganmayan z
okun dagyndan aylanyan sistema seredelifi.

(39.7) formula boyunca K,=1,-o. Eger,ZmZ(lfke)zo bolsa, onda
|, =const . Bu yerden:

a) Eger sistema lytgemeyén (gaty jisim) bolsa, onda I, =const, diymek, o =const,
yagny jisim z okun dasyndan hemiselik burg tizlik bilen aylanyar.

b) Goy, sistema (ytgeydn bolsun, yagny sistemanyn nokatlary aylanma okundan
daslasyp ya-da yakynlasyp bilydn bolsun. Elbetde, bu oruniiytgemeler |, ululygyn
uytgemegine getirydr. Emma |,o=const bolmalydygy sebépli I,-kicelende w-
artyar we tersine, |,-ulalanda w-kicelyér.

Kinetik momentiii saklanmak kanunynyn mazmunyny aydynlasdyryan bir
mysala seredip gecelin.

Zukowskiniii  platformasy—wertikal z okui dasyndan ujypsyz sirtiilmeli
(sarnirde) aylanyan tegelek gorizontal platforma.

>0,

39.3-nji surat

Bu platformanyin {stiinde duran adam {igin Zmz(lfke)=0. Diymek,
|, =const .

Goy, platforma baslangye burg tizlik berlen bolsun. Eger platformanyn
ustlindaki eli yukli adam ellerini galdyrsa, 1, ululyk ulalyar, diymek, |, =const

bolmalydygy sebdpli @ kigeler. Sundan son adam ellerini asak etse, |, ululyk
Kicelyar, diymek, I,o = const bolmalydygy sebépli » ulalar.
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Mysal islemekde kinetik momentiii saklanmak kanunynyn ulanylysynyn bir
mysalyna seredip gecelini.
Mysal. z okun dasynda @, burg tizligi bilen aylanyan AB sazlayjyda massalary m
bolan iki sany jisim simmetrik yagdayda "C" nokatlarda oturdylan, OC =1. Kabir
wagt pursatynda sazlayjynyn burg tizligi Oytgeyar we jisimler C merkezlerin
towereginde togtayan yrgyldyly herekete giryarler. Aylanma okunda déreyan
strtilme guyjuni ujypsyz hasaplap, sazlayjynyn burg tizliginin jisimlerini yerlesisine
baglylykda n&hili tytgejekdigini kesgitlemeli. 1,- sazlayjynyn z oka gord inersiya
momenti.
Cozulisi. 7
o\ I X

‘'z ‘R/j-E 77777
e ik

G

]
7 7
B \Fia,t, VB,

39.4-nji surat
Nibelli mayysgaklyk giiyclerini we ugrukdyryjyda doreyan siirtiilme
giiyclerini igki giiyeler etmek maksady bilen “sazlayjy-+jisimler” sistema seredelin.
Dasky giiyclerini (P, P,-agyrlyk giiycler, R;,R,-reaksiya giycler) z oka gora

<Y

momentleri nola defi. Diymek, K, =K +2KJ*™ —const bolmaly. KJ*™ -ululygy
kesgitlilifi. Jisimif tizligi 0 = &, + ,. Onda KJ*™ =m,(m5, )+ m,(ms,). Emma 5, -z
oky kesydn Cx okda yerlesyir, onda m,(mo,)=0, 0&,-tizlik xz tekizlige
perpendikulyar, diymek, m,(5,)=m-w(l+x)’. Mundan dasary, K®=1 -0
bolyandygyny gbz oOniinde tutup, K, = |_|Z +2m(l + X)ZJ-a) deiiligi alarys. x=0
bolanda w=w, we K,= [IZ +2m-|2]-a)0. K, =const bolmalydygy sebapli
K, =K,, . Bu yerden alarys:
[IZ +2m(l +x)2J-a)=(IZ +2m-|2)-a)0
ya-da,
Y (IZ+2m.I2) "
|, +2m(l +xY
x>0 bolanda, w<w®,, Xx<0 bolanda, ®>a®,. Togtayan yrgyldylarda x nola
ymtylanda @ ululyk @,-a ymtylyar.
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§40. Mehaniki sistemanyi kinetik energiyasynyn iiytgemegi hakyndaky
teorema.

1. Mehaniki sistemanyn kinetik energiyasy.

2. Gaty jisimin diirli hereketlerinde onun Kinetik energiyasy.

3. Mehaniki sistemanyii Kkinetik energiysynyn iiytgemegi hakyndaky
teorema. Kabir hususy halatlar.

40.1. Mehaniki sistemanyn kinetik energiyasy.

Kitabyn “Material nokadyn dinamikasy” babynda material nokadyn kinetik
energiyasy diisiinjesi bilen tanysypdyk. Indi, mehaniki sistemanyn kinetik energiyasy
diisiinjesi bilen tangyp, bu ululygyn sistemanyn (hususan-da, gaty jisimin) hereketini
owrenmekde ulanylysy bilen tanysalyn.

Kesgitleme. Mehaniki sistema girydn material nokatlaryn kinetik energiyalarynyn
jemine, yagny

Ve
T=%m (40.1)

ululyga mehaniki sistemanyn Kinetik energiyasy diyilyér.
Kinetik energiya sistemanyn oOne bolan we aylanma hereketlerinin
hasiyetnamasy bolup duryar. Bu ululyk Q,K, ululyklardan tapawutlylykda skalyar

ululykdyr.

Malim bolsy yaly, mehaniki sistemanyn igki giiy¢leri jiibiit-jibutden den we
garsylykly ugrukdyrylan. Sol sebdpli, icki giiycler sistemanyn Q,IZO yaly
hisiyetnamalaryna tdsiri yok. Emma eger icki giiycleriii tdsirinde mehaniki
sistemanyn nokatlarynyn tizlikleri {iytgese, onda sistemanyn kinetik energiyasy hem
Uytgdr. Diymek, sistemanyn Kkinetik energiyasyna sistemanyn dasky we icki
giiyclerinin tasiri bar.

Bellik. Eger mehaniki sistema birndge jisimlerden ybarat bolsa, onda sistemanyn
kinetik energiyasy sistema giryan jisimlerin kinetik energiyalarynyn jemine den.

Asakda jisimin hereketiniii gorniisine baglylykda onun kinetik energiyasyny
kesgitlaris.

40.2. Gaty jisimin diirli hereketlerinde onun Kinetik energiyasy.
1. Otie bolan hereket.
Belli bolgy yaly, one bolan hereketdéki jisimin nokatlarynyn tizlikleri den. Onda
sistemanyn nokatlarynyn tizlikleri massalar merkezinin tizligine def, v, =v,. Onda

UZ U2 1)2
(40.1) formuladan: T=%m, %X =%m, - ="%m_ya-da
<2 K2 24k
2
T= MZUC (40.2)

bu yerde M—jisimini massasy.
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2. Aylanma hereket.
Goy, jisim gozganmayan z okun dasyndan @ burg tizlikli aylanyan bolsun.
Elbetde, jisimin nokadynyn tizligi, v, = ®-h,, bu yerde, h, -nokatdan aylanma okuna

cenli uzaklyk. (40.1) formuladan
2

T= ka =2 M~ (a) h) = mehg :%szkhkz

detligi alarys. kahk ululygyn jisimin z oka gord inersiya momentidigini g6z

ontinde tutup, yokarky denillikden aylanyan jisimin kinetik energiyasy ti¢in

2
w

T= -~ (40.3)
formulany alarys.
3. Tekiz-parallel hereket.
Bu hereketde islendik wagt pursatynda jisimin nokatlarynyn tizlikleri,
tizliklerin  pursatdaky P merkezinden gegyan, tekiz figuranyn tekizligine
perpendikulyar okun dasyndan aylanma hereketdaki yaly paylanyar.

Onda (40.3) formuladan alarys; #0-1tsurat

T (40.4)

_1. @

p 2 !
bu yerde w-jisimifi burg tizligi; |,—jisimifi yokarda agzalan oka gord inersiya
momenti. Tizliklerin pursatdaky merkezi ornuny {iiytgedydndigi sebdpli (40.4)

formuladaky 1, ululyk hem Gytgeyar. 1, ululygyi ornuna, jisimii C massalar

merkezinden gegyédn oka gora |, inersiya momenti ulanalyn. Gyuygensin teoremasy
boyunca

I, =lc+Md?,
bu yerde M—jisimin massasy, d = PC. Bu denligi (40.4) formulada goyalyn:
w° (w-dY w° v

2 2
T=IC%+Md2%:IC7+M :[a)-d:z)c]:lc7+M7

Diymek, tekiz-parallel hereketddki jisimin kinetik energiyasy
2 2

T:IC%+MU?C (40.5)

formula bilen kesgitlenyar.
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4. Hereketin umumy yagdayy.

Jisimin hereketine umumy yagdayda seredelin. Eger jisiminn C massalar merkezini
polyus hokmiinde kabul etsek, onda jisimin hereketi massalar merkezinin tizligi yaly
Uc tizlikli 6nie bolan hereketden we massalar merkezinden gecydn, CP pursatdaky

aylanma okunyn dasynda aylanma hereketinden dizulyér.

40.2-nji surat
Belli bolsy yaly, jisimin erkin B, nokadynyn o, tizligi iki tizlikden ybarat
O, =U¢ + Uy

Bu vyerde, 0O.-jisimin massalar merkezinin tizligi, Oy —B, nokadyn massalar
merkezinden gecyan pursatdaky aylanma okunyn dasyndan aylanma tizligi,
v, =w-h,
h, — B, nokatdan CP oka ¢enli uzaklyk, @-jisimin burg tizligi (polyusa bagly dél).
Wektorlaryn skalyar kopeltmek hasylynyn hdsiyetinden peydalanyp [15],
vg =(0,,6,)= (0. + 00,0, + 5¢)=0Z + 0" + 20, 5;)
deniligi alarys. Bu denligi (40.1) formulada goyup taparys:
2 2
T =(ka)-%c+(2mk 'hkz)'%_"(ac 2 M5y )
Alnan deflikdiki > m, ululyk-jisimifi massasy, > m,-hZ ululyk-jisimii CP oka
gori inersiya momenti. Bu denlikdiki > m, -5, ululyk nol wektor, >m, -5, =0,
sebdbi bu ululyk jisimin, onuii massalar merkezinden ge¢cydn CP okun dasyndan
aylanmasyndaky hereket mukdary. Seylelik bilen, umumy yagdayda jisimin kinetik
energiyasy

2 2

T=M -%HCP% (40.6)

formula bilen kesgitlenyar.
Kéabir mysallara seredip gecelin.
Mysal. Goni yolda typman tigirlenyan silindrin kinetik energiyasyny tapmaly
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40.3-nji surat

Coziilisi. Seredilyan hereket tekiz-parallel hereket. P-tizliklerifi pursatdaky merkezi.
Diymek, v, =w-r. Onda (40.5) formuladan taparys:

2 2 2 2
T :m%+lc%:m%+lm-r2(u—cj =§m-u§.

Mysal. Mehanizm G tizlikli 6nie bolan hereketddki detaldan we bu detala sarnirli
berkidilen m massaly, | uzynlykly AB sterzenden ybarat. AB sterzen A nokadyn
dasynda o burg tizlikli aylanyar. SterZenin kinetik energiyasyny kesgitlemeli.

40.4-nji surat
Coziilisi. Sterzenin hereketi — tekiz-parallel hereket. Onda

2 2
T=mZX+1. <
2 2

bu yerde, C-sterZenin massalar merkezi. C nokadyn tizligi iki tizlikden ybarat

Diymek,
2|2
DE = Vg5 + Vs + 20 -0, COSQL =

ol
+u2+2-?-uc05a

Bilsimiz yaly, | :émlz. Netijede tapylan ululyklary (ué : IC) kinetik energiyanyn

formulasynda ornuna goyup taparys:

mu? ml’w? mloucosa
+ 4

2 6 2

T-=
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40.3. Mehaniki sistemanyn kinetik energiysynyn iiytgemegi hakynda teorema.
29-njy paragrafda subut edilen, material nokadyn kinetik energiyasynyn
uytgemegi hakyndaky teoremany mehaniki sistemanyn her bir nokady ti¢in ulanalyn.
Sistemanyn m, massaly, v, tizlikli nokady Ugin

d(mKT"fJ — dA° + dA (40.7)

detiligi alarys, bu yerde dAS, dA, — degislilikde nokada tisir edydn dasky we icki
giiyclerin elementar isi.

Mehaniki sistemanyn her bir nokady li¢in yazylan (40.7) detilemeleri 6zara
gosup alarys:

dzkaU"Z:ZdA{" +YdA (40.8)
ya-da

dT =>dAS +> dA; (40.9)
Alnan (40.9) deriligi teorema hokmiinde tassyklalym.
Sistemanyn Kinetik energiyasynyn iiytgemegi hakyndaky teorema (differensial
gorniisi).
Mehaniki sistemanyni kinetik energiyasynyn differensialy, sistemanyii dasky
we icki giiycleriniii elementar igleriniil jemine den.
(40.9) deniligi degisli ¢éklerde integrirldp alarys:

T-To=Y.dAS + > dA , (40.10)
bu yerde T,—sistemanyn baslangy¢ pursatdaky kinetik energiyasy.

(40.10) denligi teorema hokmiinde tassyklalyn.
Mehaniki sistemanyn kinetik energiyasynyn iiytgemegi hakynda teorema.

Mehaniki sistemanyn kdbir oruniiytgemesinde onuni kinetik energiyasynyi
iytgemegi sistemanyn dasky we igki giiyclerinin bu oruniiytgemedéki islerinii
jemine dendir.

Ké&bir hususy hallara seredip gegelin.
1. Uytgemeyan sistema.

Eger mehaniki sistemanyn islendik iki nokadynyn arasyndaky uzaklyk hereketin

dowamynda Uytgemeyan bolsa, onda bu sistema Gytgemeyéan sistema diyilyar.

Goy, A we B {iytgemeyin sistemanyi nokatlary bolsun. IEA, IEB — A, B nokatlaryn
dzara tasir giiycleri. Elbetde, F, =—F; (dinamikanyf IIT kanuny).

40.5-nji surat
Sistema oruniiytgeme berelin. ds, , dsg —degislilikde A B nokatlaryn oruniiytgemesi.

Bu oruniiytgemeleri diiziijilere dargadalyn: ds, =ds), +ds}, dsg =dsg +dsg
dsl, , dsg —AB goni cyzyk boyunca ugrukdyrylan duzijiler.
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E : d—s'E’,,—AB goni ¢yzyga perpendikulyar ugur boyunca ugrukdyrylan duzdijiler.
IEAJ_E :>IfA giiyjin ﬂ oruniiytgemede isi nola den. Suna menzeslikde,
Fa J_@ = Fy giiyjiin d—S'E'; oruniiytgemede is1 nola den.
Diymek, F,,Fy giiycler degislilikde E we E oruniiytgemelerde is edyérler.
Onda:

dA(F, )+ dA(F; )= F, - ds, — Fy - ds =[AB = const, ds}, = ds},, F = F5]=0
Bu denlik iytgemeyin sistemanyn beyleki nokatlary ti¢cin hem vyerine yetyar.
Diymek, iiytgemeyin sistemanyn igki gliy¢leriniii islerinii jemi nola dei. Onda
iytgemeydn sistema Ugin (40.9) we (40.10) deilikler degislilikde asakdaky
gornlislere eye bolarlar:

dT = > dA¢ (40.11)

T-To=>A (40.12)
2. Ideal baglanysyklary bolan sistema.

Goy, mehaniki sistema goylan baglanysyklar stasionar bolsun (wagtyn
gecmegi bilen Uytgemeyér). Sistemanyn nokadyna tdsir edydn dasky we igki
giiyclerin dentésiredijisini aktiw giliyc diyip atlandyralyn. Sistema tésir edyan
guycleri, aktiw guyclere we reaksiya giiy¢lere bolelin. Onda (40.9) denlik

dT =) dA] +> dA;
gorniisde bolar. Bu yerde dA{-sistemanyfi nokadyna tdsir edydn aktiw giiyjlf
elementar isi, dA -sistemanyfi nokadyna tésir edydn reaksiya giiyclerinifi elementar
1s1.

Goy, sistemanyi baglanysyklarynyn reaksiya giliy¢lerinin elementar islerinin
jemi nola den bolsun. Seyle baglanysyklara ideal baglanysyklar diyilyar. Bu
gorniisli baglanysyklaryn istiinde 49—njy paragrafda ginisleyin durup gegeris. Onda
> dA; =0 bolsa, (40.9) we (40.10) denlikler

dT => dA? (40.13)

T=>A (40.14)
gorniise gelerler. Seylelik bilen, ideal we wagtyn ge¢megi bilen {iytgemeyéin
baglanysyklary bolan mehaniki sistemanyni kinetik energiyasynyn sistemanyn kéabir
oruniiytgemesinde liytgemegi sistemanyn aktiw giiy¢lerinin isleriniii jemine dendir.
Kéabir mysallara seredelin.

Mysal. Uzynlygy | bolan AB sterzen A sarnire wertikal yagdayda asylan. Gorizontal
yagdaya eye bolmagy ii¢in sterzene ndhili minimal @ burg tizligini bermeli.

= )
40.6-njy surat
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Coziilisi. Seredilydn sistema (sterzen)-Uytgemeyan sistema. (40.12) formuladan
peydalanalyn
T-To=2A *)

Gorizontal yagdayda sterZzenin burg tizligi w=0. Baslangy¢ pursatda sterZenin
2

Kinetik energiyasy T, = I Aa)—zo, bu yerde 1,—sterZenifi A nokatdan gegyan, ¢yzgynyn

tekizligine perpendikulyar oka gord inersiya momenti, yagny IA:%mIZ. Goylan
baglanysyk-ideal (sarnir). Diymek, isi P=mg agyrlyk giiyji Verine vyetiryar we
A®* =-mgh. = —mglz. Kesgitlenen ululyklary (*) defilemede yerine goyup taparys:

bu yerden o, = ‘/3Tg :

Mysal. 40.7-nji suratda goteriji mehanizm sekillendirilen (lebyotka); m; massaly “A”
jisim "C" blogyn iistiinden gegirilen yiip bilen géterilydr. Yip R radiusly, m,

ml*w} ——mgl—
6 2

massaly "B" barabana oralan. Barabana m,, =ap® aylandyryjy moment goylan,
a=const . “A” jisim h beyiklige ¢ykanda onun tizligini kesgitlemeli. "B" barabanyn
massasy gyraky nokatlarynda jemlenen. "C" blok m; massaly disk. Baslangyc
pursatda sistema denagramlykda.

7z

(40.12) formuladan peydalanalyfi 40.7-nji surat

T-Ty= Z A (™)
Sistema=jisim+Dblok+baraban

Sistemanyn kinetik energiyasy T =T, +T. +Tg. Bu yerde T,-"A" jisimin kinetik
energiyasy; T.-"C" blogun kinetik energiyasy; T -" B" barabanyn kinetik energiyasy;
Sistema girydn jisimlerii hereketleri:
"A" jisimin hereketi 6nie bolan hereket; "C" blogun hereketi aylanma hereket; " B"
barabanyn hereketi hem aylanma hereket.
Diymek,
_my- v’

T
A 2
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bu yerde r-blogun radiusy,

2 2
TB:IB%:[a)B:%}:mz-Rzu—:lmz-uz.

Onda sistemanyn kinetik energiyasy T = %(ml +% + mzju2 ululyga den bolar.

Baslangy¢ pursatda sistemanyn denagramlykda bolandygy sebépli, T, =0.

Sistema goylan baglanysyklar—ideal baglanysyklar (barabanynn sarniri, blogui
sarniri). Onda seredilydn oruniiytgemede edilen is agyrlyk giiyjiininn we aylandyryjy
momentin iginden ybarat

A: Anlg + Anayl
Ang =—Mg-h

“A” jisim h aralyga goterilende “B ” baraban ¢ :% burca aylanyar. Diymek,
h h
R 3R h3
2 @
=|la-pdp=a"— =a—
A, = [a-0dp =27 ,UR

Tapylan ululyklary (**) defilemede yerine goyup, %(ml + % + mzj 0 =

_a-h’ h defilemini al
_W—mlg cnicmani alarys.
ah’®
2 R —mygh

Bu derilemeden v =

J2m, +2m, +m,
Bellik. Meselede seredilen barabanyn we blogun agyrlyk giiycleri gozganmayan
nokatlarda goylan. Su sebépli bu giiyclerin isi nola deri.

§41. Mehaniki sistemanyn potensial meydanda hereketi.
Goy, M,(X, V1,2 ), M,(X,,Y5,2,),....,M, (X, ¥,,2,) material nokatlar sistemasy

kibir giiy¢ meydanynda yerlesyin bolsun. M, nokada tasir edyan F, giye difie
sistemanyn nokatlarynyn koordinatalaryna bagly, yagny Ifk (k :ﬁ) giiyelerin
dazajileri Xy, ¥y, 23, X5, Y9, Z5,..., X5, Yo, Z, KOOrdinatalara bagly tzniksiz funksiyalar
bolsun:

Fkx:Fkx(X1’ylizl'x27y2122""’xn'yn’Zn) -
Foy = Fiy (X0, Y1020, X0, Y2, 200 X0, Yo Z,) k=10

I:|(Z = FkZ(X11 yl! 211 X21 y21 ZZ""’ Xn’ yn’zn)

230



30-njy paragrafda material nokat ligin aydylanlary umumylasdyryp, sistema

tcin girizelin.
Kesgitleme. Sistemanyn nokatlarynyn koordinatalaryna  bagly, X, Y,,Z,
koordinatalar boyunca oniimi F, funksiyanyn degisli diiziijisine defi bolan
U(Xy, Y1123, X0, Yor Zoes X Yo Z, ) funksiya giiyc meydanynyii giyc funksiyasy
diyilyéar, yagny

oU oU oU —

_:FkX’ _:Fky1 _:sz ) (k:]'!n) (411)

Xy a7 0z,
Eger seyle funksiya bar bolsa, onda giiy¢ meydanyna potensial meydan diyilyér.
Ifk funksiyalaryn elementar isleriniﬁ jemini hasaplasak

n n 8U
k=1 k=1 k=1 OXy a}’k aZk

bolar, yagny meydan giiyclerinin elementar islerinin jemi giiy¢ funksiyasynyn doly
differensialyna den.
Diymek, mehaniki sistema (1) yagdaydan (1) yagdaya gecende F, giiycleriii islerinif
jemi
n (1)
> A = [du=U,-U, (41.3)
= (1
bolar, bu yerde U,,U,-giiy¢ funksiyasynyn mehaniki sistemanyn (I), (II)
yagdaylaryndaky bahalary. Mysal hokminde agyrlyk meydanynyn giiye
funksiyasyny kesgitldlin. Z oky wertikal yokary ugrukdyrsak, agyrlyk giiy¢lerinin
duztjileri F,, =0, Fky =0, F,=-mg (k=1_n) bolar. Onda

n
k=1
Bu anlatmany integrirlap alarys: U =-g kazk +const. Bilsimiz yaly,
k=1

Zn:mkzk =M-z., bu yerde M -sistemanyi massasy, M = Zn:mk , 2o —sistemanyn
k=1

massalar merkeziniil koordinatasy. Seylelik bilen,

U =-Mgz. + const (41.4)
Mehaniki sistemanyi potensial energiyasy diisiinjesini girizelin.
Kesgitleme. Mehaniki sistemanyn berlen yagdayyndaky potensial energiyasy diylip,
sistema su yagdayyndan kibir “nol” yagdaya gecende F, meydan giyclerinii
islerinini jemine aydylyar.

Potensial energiyany IT bilen belgilesek, (41.3) denligin esasynda
Im=u,-u (41.5)

denligi alarys, bu yerde U, :U(Xf,ylo,zf,xg,yg,zz, X0 y0 7 n) sistemanyn “nol”
yvagdayynda giiy¢ funksiyasynyn bahasy.

231



“Nol” yagday hokmiinde mehaniki sistemanyn islendik yagdayyny alyp bolar.
Adatca, “nol” yagday hokmiinde giiy¢ funksiyasynyni maksimal baha eye bolan yeri
alynyar. Sebabi bu yagdayda U, —U ululyk polozitel bolyar.

Mehaniki sistema potensial meydanda hereket edende, sistemanyn kinetik
energiyasynyn iiytgemegi hakyndaky teoremadan we (41.3) formuladan alarys:
T,-T=U,-U, (41.6)

Mehaniki sistemanyn (I), (II) yagdaylarynda potensial energiyasyny IT,,T1,
bilen belgilap, (41.5) denlikden IT, =U,-U,, II,=U,-U, denlikleri alarys. Bu
yerden, U,-U,=II,-II,. Onda (41.6) formulany T,-T,=II,-II, ya-da
T, +I1, =T, +I1, gornligsde yazyp bileris, yagny

T +I1=const (41.7)
Alnan (41.7) denlik mehaniki energiyanynn saklanmak kanunynyfi mazmunyny
anladyar.

Mehaniki sistema potensial meydanda hereket edende, sistemanyn doly
energiyasy diylip atlandyrylyan, kinetik we potensial energiyalarynyi jemi
hemiselikdir.

842. Mehaniki sistema t¢in Dalamberin prinsipi.

1. Mehaniki sistema Ugin Dalamberin prinsipi.
2. Inersiya giiycleriniii bas wektory we bas momenti.

Su wagta ¢enli seredilen meseleler dinamikanyn kanunlaryny hésiyetlendirydn
denlemelerin ya-da bu kanunlardan gelip ¢ykyan teoremalaryn esasynda ¢oziildi.
Emma bu yeke-tdk yol dél. Sistemanyn hereket denlemelerini ya-da denagramlyk
sertlerini mehanikanyn prinsipleri diyip atlandyrylyan umumy taglymatlaryn
esasynda alyp bolyar. Su paragrafda bu prinsiplerin biri, yagny Dalamberin prinsipi
we onuil ulanylysy bilen tanysarys.

42.1. Mehaniki sistema t¢in Dalamberin prinsipi.

Material nokat lcin Dalamberinn prinsipi bilen 6n tanysypdyk. Bu prinsipe
layyklykda, material nokada tasir edyan goylan guyc, reaksiya giyji we nokadyn
inersiya glyji denagramlasyarlar.

n sany material nokatdan ybarat bolan mehaniki sistema seredelin. Bu
sistemanyn M, massaly nokadyna ayratynlykda seredelin. Belgilemeleri girizelin:

F& —m, massaly nokada tisir edyin dasky giiycleriii defitdsiredijisi;
Ifki —m, massaly nokada tésir edyén icki giiyclerin dentésiredijisi;
Ifkin —m, massaly nokadyn inersiya giiyji; Ifki” =—-m,d,; 4, -nokadyn tizlenmesi.
Dalamberin prinsipinin esasynda material nokat tgin

e+ E L EM =0 (42.1)
defiligi alarys. (42.1) detileme F&,F',F" giyclerii defiagramlasan giiycler
sistemasyny diizyandiklerini anlladyar.
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Yokarda aydylanlary sistemanyi her bir nokady ii¢in ulanyp mehaniki sistema
tcin Dalamberin prinsipi diylip atlandyrylyan netijéni alarys.

Islendik wagt pursatynda mehaniki sistemanyn nokatlaryna dasky we igki
giiyclerden dasary degisli inersiya giiy¢leri goyulsa, deflagramlasan giiy¢ler sistemasy
alynyar; diymek, bu sistema (gcin statikanyn defilemelerini ulanyp bolyar.

Ifkin =—-m, -8, denligi ulansak, (42.1) defllemeden mehaniki sistemanyn hereketini
hésiyetlendiryan (36.1) denleméni alarys. Diymek, dinamikanyn ikinji kanunyndan
gelip ¢ykyan (36.1) denilemédni Dalamberin prinsipinden hem alyp bolyar.

42.2. Inersiya giiyclerinin bas wektory we bas momenti.

Statikadan belli bolsy yaly, defagramlasan giiycler sistemasyna giryin
giiyclerin wektorlayyn jemi we bu giiyclerin islendik O merkeze gérd momentleriniii
wektorlayyn jemi nola dent bolmaly. Onda Dalamberin prinsipine layyklykda

{z(ﬁ; +El+EM)=0,
~ ~ . - (42.2)
S (Mo (e )+ g (EJ )+ g (E )= 0
bolmaly ya-da mehaniki sistemanyn igki giiy¢lerinin hésiyetini goz oniinde tutup
(jubUt-jiiblitden garsylykly ugrukdyrylan, ululyklary boyunga den) alarys:

{zﬁszﬁ;n -0,
2 mo(lfke)"‘ 2 rﬁo(Ifkin ): 0
Asakdaky belgilemeleri girizelin:

SEM=R", Zm(RN)=Mg (42.4)
R™, M(i)” wektor ululyklar degislilikde inersiya giiycler sistemasynyn bas wektory
we O merkeze gord bas momenti diylip atlandyrylyarlar. Girizilen belgilemeleri
ulanyp, (42.3) denleméni

{Z Fk +R" =0

S mo(Fe )+ M;J” -0
gorniisde yazyp bileris. Manysy boyunca (42.5) denileme mehaniki sistemanyn

hereket mukdarynyn we kinetik momentiniii {iytgemegi hakyndaky teoremalary
hésiyetlendirydn denlemelere dengiiygli. (42.5) deinllemeden peydalanmak {igin
inersiya giiycler sistemasynyn bag wektorynynt we bas momentiniii gorniisini bilmeli.
(42.5) deiillemid girydn birinji deiiligi mehaniki sistemanynl massalar merkezinin
hereketini hasiyetlendirydn Ma; =Y Fe derilik bilen defiesdirip alarys:

R" =—Ma,. , (42.6)
bu yerde M-mehaniki sistemanyn massasy, C-mehaniki sistemanyii massalar merkezi,
yagny mehaniki sistemanyn inersiya giiy¢lerinin bas wektory sistemanyn massalar
merkezininl tizlenmesine garsylykly, ululygy boyunca sistemanynn massasynyn
massalar merkezinin tizlenmesine kopeltmek hasylyna den. Eger, a.—ni galtagyan we

(42.3)

(42.5)

normal diizlijilere dargatsak, inersiya giiyclerin bas wektorynyn diizijjileri
R'=-Ma. , RI'=-M-&; (42.7)
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detilik bilen kesgitlener. R"-diiziija merkezden gaydyan inersiya giyji, R -diizilja

(42.5) denlemd giryan ikinji deniligi sistemanyn Kinetik momentinifi iiytgemegi

hakyndaky teoremany héasiyetlendiryan %zZrﬁo(ﬁf) denileme bilen denesdirip

taparys:
—in  dK
Mo =——2 42.8
0 ot (42.8)
4 dKZ —e v o . oo W e
Seyle-de, it = ZmZ(Fk ) defileméni goz oniinde tutup,
i dK
MM =——21 42.9

denligi alarys.

7-nji paragrafa layyklykda (guycler sistemasyny merkeze getirmek) inersiya
guycler sistemasyny O merkezde goylan R™ gilyje we M momentli bir jiibiite
getirip bolyar.

Inersiya giiy¢lerinii merkeze getirilisiniit kdbir hususy halatlaryna seredip
gecelin.
1. Otie bolan hereket.

One bolan hereket edyidn gaty jisimifi dhli nokatlarynyfi tizlenmeleri massalar
merkezinifi tizlenmesine defi. Onda F" =-m,d. inersiya giycler parallel giiycler
sistemasyny emele getiryarler we bu sistemanyn massalar merkezinde goylan
denitdsiredijisi bar. Diymek, onie bolan hereketde gaty jisimiii inersiya gilygleri
massalar merkezinde goylan R™ giiyje getirilyar.

2. Aylanma hereketi.

Goy, birjynsly gaty jisimin « simmetriya tekizligi bolup, jisim bu tekizlige
perpendikulyar z okunt dasyndan aylanyan bolsun.

42.1-nji suratda jisimin « tekizlik bilen alynyan kese-kesigi sekillendirilen.

42.1-nji surat
O-z ok bilen « tekizligin kesisme nokady; C-jisimin massalar merkezi.

Eger inersiya glyclerini O merkeze getirsek, jisimin simmetrikdigi sebapli
jemleyji glyc we jemleyji jubut « tekizliginde yatarlar. Onda L, =1, - @ denligi goz
onlinde tutup, (42.9) formuladan taparys:

M =1, ‘i'j—”t’
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ya-da

MIM=—1,.¢ (42.10)
Diymek, aylanma hereket edydn simmetrik gorniisli jisimin inersiya giiy¢leri (42.6)
formula bilen kesgitlenyan R™ giiyje we (42.10) formula bilen kesgitlenyan
momentli jublte getirilyar.
3. Jisimii massalar merkezinden ge¢yin okuii dasynda aylanma hereketi.

Goy, yokarda agzalan simmetrik gorniisli gaty jisim massalar merkezinden
gecydn z okunt dasynda aylanyan bolsun. Bu yagdayda R™ =0 (sebdbi d. =0) we
inersiya giiycleri simmetriya tekizliginde yatyan M ™ momentli jiibiite getirilyar.

4. Tekiz-parallel hereket.

Goy, jisimin simmetriya tekizligi bolup, jisim bu tekizlige parallel hereket
edydn bolsun. Onda jisimin inersiya giliycleri simmetriya tekizliginde vatyan,
massalar merkezinde goylan R™ =—m-&. giiyje we M!" =—I,-¢ momentli jibite
getirilydr, bu vyerde z-massalar merkezinden gecip, simmetriya tekizligine
perpendikulyar ok.

Dalamberin prinsipiniii ulanylysynyn bir mysalyna seredip gecelii.

Mysal. Birjynsly m massaly gontburcluk (plastina) z okun dasyndan dendlgegli
(w=const) aylanyar. Goniiburglugyii z ok boyunca kese-kesiginde déreyan giiyji
(gbniiburclugy bolmége calysyan) kesgitlemzeli.

1R

QD

\4

» |
> |

1%
42.2-nji surat
Coziilisi. Oxyz koordinatalar sistemasyny plastina bilen baglalyii. Gozlenilydn giiy¢
icki guyc bolup duryar. Emma plastinany z oky boyunca bolip (hyyaly), sag bolegini
we waly ayyrsak, gdzlenilyan giiy¢ dasky giiye bolar.

A

AZ
Ao
\\ ’/ .
\\\ LA mOZ
_'in\\ . s 1 2)O
4X 1R \\-',4 2(0 _
< < R Y
Mo, ONTe
N mo
N y

42.3-nji surat
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“Taslanan” bolegin galan yarymplastina edyén tdsirini we walyn reaksiya giliy¢lerini
O merkeze getirelin. Seylelikde, F =(x,,Y,,2,) glyc we m,= (mOX, Moy mOZ)
momentli jubt alnar.

Dalamberint prinsipini ulanalyn. Munuil iigin yarymplastinanyn bolejiklerinin
inersiya giiyclerini goyalyn. Aylanma hereketinin dendlgeglidigi sebapli, bolejiklerin
dine normal tizlenmeleri bar. Bu tizlenmeler Ox okuna parallel bolup, Oz oka tarap
ugrukdyrylan. Inersiya giiy¢leri degisli normal tizlenmelere garsylykly ugrukdyrylan.
Plastinanyn birjynslydygy sebépli inersiya giiy¢lerinin sistemasy O nokatda goylan,
Ox oky boyunca ugrukdyrylan, ululygy boyunca

R :mag :m-a)2 -Ezlmwza
2 2 2 4
den giiyje getirilydr. Ahli guycleri Ox oka proyektirlap kesgitlaris:
X,+R"=0 = x,=—R"

ya-da X, = —%ma)za.

843. Dinamiki reaksiya guyclerini kesgitlemek.

Onki paragrafda getirilen Dalamberifi prinsipiniii dinamiki (hereketde yiize
cykyan) reaksiya giiyclerini kesgitlemek iicin ulanylysy bilen tanysalyii.

Goy, gaty jisim gozganmayan z okun dasunda @ =const bur¢ tizlikli aylanyan
bolsun. A nokatdaky dabanoyda (podpyatnik) we B nokatdaky sarnirde doreyin
reaksiya giiyclerini, yagny X .,Ya,Z., Xg,Ys giyclerin ululyklaryny kesgitlemeklik
meselesini goyalyn.

Az

X 43.1-nji surat
Goy, jisime Ff, FF,...,F® berlen giiycler tisir edydn bolsun. Bu giiycleriii bas
wektoryny R bilen belgililin, yagny
ﬁe - Z ﬁke
Bas wektoryn diizijjileri degislilikde, Ry = Fo, Ry => F, R, => F;.
= (k :1_n) giiycleriii koordinata oklaryna goérd bas momentlerini My, MJ, M7
bilen belgililif. Onda M¢ =3m, (Fe), ME =Y m (FS), M& =3 m,(FS).
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Jisimini z okufi dasynda defidlcegli (@ = const) aylanyandygy sebapli M¢ =0
dK,

dt
gozganmayan z okuii dagynda aylanyan jisimin kinetik momenti K, =1, -@. Onda

bolar. Seb&bi (39.6) formuladan :Zmz(lfke), K,—jisimifi kinetik moment,

yokarda yazylan formuladan 1, Z—?: I, -g:ZmZ(Ifke) bolyandygyny alarys. Emma,
£=0, digmek, Sm,(E¢)=M?=0. X,,Yp,Zn K.Y, dinamiki reaksiya giyclerini
kesgitlemek ti¢in jisimifi bolejikerine F™ inersiya gliygleri bilen tésir edelifi. Inersiya
glyclerini A merkeze getirip, A nokatda goylan bir R™ giyji we momenti
M P :ZrﬁA(lfk‘”) den bolan jiibiit alarys. Bu momentin X)y,z oklara bolan
proyeksiyalary degislilikde,
MM =S m (F"), MM =S m (B"), M =3 m,(F")=0 (w=const) bolar.
Dalamberifi prinsipi boyunca {Ifke,lfQ”,XA,VA,ZA,)?B,VB} gliycler sistemasy

denagramlasan giiycler sistemasy bolup duryar. Bu sistema iigin denagramlagmak
detilemelerini ulanaly:

X +Xg+RE+R"=0,

Yo+Yg +RS+R) =0,

Z,+RE+RM=0,

~Yg-AB+ME+MI"=0,
Xg-AB+M;+M] =0,

ME+MI =0,

Sonky defileme tozdestwolayyn yerine yetyar (M f-MI= O). Inersiya giiyclerinifi

(43.1)

bas wektory, R™ =m- ac . Bu yerde m- jisimin massasy; C-jisimin massalar merkezi.
Burg tizligit hemiselik ululykdygy (@ =const) sebapli, massalar merkezinii
difie normal tizlenmesi bar a. =a2 =w”-h., bu yerde h. —C nokatdan aylanma

okuna c¢enli uzaklyk.
Belgileme girizelin: X, Y -massalar merkezinii Ax, Ay oklar boyunca koordinatalary.

he -COSax = Xc , he -sin @ =y denlikleri goz ontinde tutup taparys:

R" =ma?® -h, -cosa =ma? - X ,

Ry =ma?®-he -sine =mae?® -y,

R"=0.
M}, M ululyklary kesgitlemek iigin jisimiii m, massaly bir nokadyna ayratynlykda
seredelin. Bu nokadyn hem dine

Fin = m,@*-h,
den bolan merkezden gaydyan inersiya guyji bolar. Bu yerde h, -nokatdan aylanma
okuna ¢enli uzaklyk. Nokadyn inersiya giiyjiinin diizijileri:
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FkIQ =M’ X, , FkI;/] =mo’ -y, | FkI? =0
Onda 6-njy paragrafda getirilen (6.4) formula boyunca alarys:
mx(lfkin): Y- For =2, Fkl;r/] ==Ly Fkl;r/] =-m@’y, Z, ,
my(lfki”): z,-F" —x -F" =m0’z .
mz(lfki”): 0 (sebabi, F" giiyc z oky kesyar) .
Yokarda getirilen detilikleri jisimifi #hli nokatlary iigin diiziip, bu delikleri
Ozara gosup, asakdaky anlatmalary alarys:

Mj(n :(_Z:mkykzk)'a)2 :_Iyz '0)2 )
M;n :(zmkxkzk)'a)z =1, 0.

yz “jisimiit merkezden gaydyan inersiya momentleri.

(43.2)

Bu yerde |

N
Bu aﬁlatmaizary (43.1) denilemeler sistemasynda yerine goyup,
X+ Xg =—RS —mx.0?,
Yo+Yg =—R; —myco®,
Z,=-R;, (43.3)
Xg-AB=-M; -1, -0,
Yg-AB=M; -1, o

detilemeler sistemasyny alarys.
@w=0 bolanda (43.3) deiillemeler sitemasyndan alynyan reaksiya giiy¢lerine
statiki reaksiyalar diylyar. Emma o = 0 bolup,
Xc =0, Y. =0 (43.4)
l,=0,1,=0 (43.5)

Xz 1 yz

sertler yerine yetende, (43.3) denlemelerden gorniisi yaly, dinamiki reaksiya guycler
statiki reaksiya giiy¢lerine den bolar. (43.4), (43.5) sertlere aylanyan jisimin dinamiki
denagramlasmak sertleri diyilyar.

(43.4) denlik jisimin dinamiki denagramlagsmagy {ii¢in onufi massalar
merkezininn aylanma okunda yerlesmelidigini, (43.5) sert bolsa aylanma okunyn
koordinatalar baslangyjy bolan A nokatda bas inersiya oky bolmalydygyny
gorkezyar.

Bellik. Dinamiki reaksiya guyclerini kesgitlemeklik meselesi c¢dzulende
gonuden-goni  (43.3) denlemeler ulanylmayar. Her bir goylan mesele {igin
Dalamberin prinsipini ayratynlykda ulanmaly.

Dinamiki reaksiya glyclerini  kesgitlemekde Dalamberin  prinsipinii
ulanylysynyi bir mysalyna seredip gegelin.

Mysal. Diskin aylanma oky onun tekizligine perpendikulyar bolup, diskin O
nokadyndan gegyar. OC =b, C-diskin massalar merkezi. Diskin agramy P, burg
tizligi @ =const . A,B nokatlardaky reaksiya guyclerini kesgitlemeli, OA=0B=h.
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IB—HhB
R y
! 1
X —
7 —
YAAA vP

43.2-nji surat
Coziilisi. Disk bilen bagly Oxyz koordinatalar sistemasyny 43.2-nji suratda
gorkezilisi yaly alalyn (Oy ok massalar merkezinden gecyar). Oxy tekizlik disk tg¢in
simmetriya tekizligi bolyanlygy sebédpli Oz ok O nokatda bas inersiya oky bolup
duryar. Onda 1, =1, =0 we (43.2) formuladan gorsniisi yaly, M;' =M =0. Bu
yerden MY =0, yagny inersiya giiycler difie bir O nokatda goylan, OC géni ¢yzyk
boyunca ugrukdyrylan R™  deftisirediji  getirilyar.  Ululygy  boyunca
R" =m-al _P b, B we R giiyclerin Oyz tekizlikde yatyandygy sebépli
g
reaksiya glycleri hem bu tekizlikde yatyarlar, yagny A nokatda Y,,Z, giycler, B
nokatda Yg giiyc.
Dalamberin prinsipinin esasynda denagramlyk denlemelerini diiziip alarys:

R"-Y,-Yg =0,

Z,—-P=0,

Yg-2h—P-b—R™-h=0.
Alnan denilemeler sistemasyny ¢OzUp taparys:

2
v,=p.b| 2+ 1|,

29 2h

2
Y,=P-b o 1 ,

29 2h
Z,=P
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11-nji BAP
Gaty jisimin hereketinin differensial derilemesi.

Bu bapda gaty jisimin hereketiniii gorniisine layyklykda hereketin differensial
detilemesini yazarys we degisli mysallara seredip gegeris.
Bellik. Gaty jisimin 6fie bolan hereketi onuii bir nokadynyn (meselem, massalar
merkezi) hereketi bilen kesgitlenydr, yagny goyulyan mesele material nokadyn
dinamikasyna syrykyar. Su sebédpli bu bapda gaty jisimin 6nie bolan hereketine
ayratynlykda serediljek daldir.

844. Gaty jisimin gozganmayan okui dasyndan aylanma hereketi.

Goy, gozganmayan z (AB) okunyn dasyndan aylanyan jisime F1 ,er, IE
dasky giiycler tisir edyin bolsun. Sol bir wagtda jisime dabanoyuii R A, Sarnirii ﬁ
reaksiya guycleri hem tésir edyar. Momentler teoremasyndan peydalansak,

thZ =y m,(Fe) (44.1)
deiiligi alarys. (m,(R,)=m,(R;)=0). (44.1) defilikde K, =1, - @-ny goysak,
| d—“’_zm () (44.2)
ya-da Zmz(lfke): M¢ sertli belgini girizsek,
1, @ =M (44.3)
> dt?

detileméni alarys;

bu yerde ¢-jisimin aylanma burgy. Alnan (44.2), (44.3) denlemeler gozganmayan
okun dasyndan aylanyan jisimii hereketinin differensial denlemesidir. Kabir
mysallara seredip gecelin.

Mysal. Massasy m bolan tigir O okun dagyndan @, burg tizlik bilen aylanyar. Kabir

wagt pursatynda tigiri togtadyjy kolodka Q giiyc bilen gysylyar. Kolodkanyi tigire
strtilme koeffisiyenti f , tigirin radiusy r. Tigirin ndge wagtdan son durjakdygyny
kesgitlemeli.
Coziilisi.

o 44.1-nji surat
(44.2) denleméni ulanyp, |, 'y =—F, -r denleméni alarys; ya-da F, = f -Q denligi

ulansak, 1, (Z—C: =—f-Q-r denileméini alarys. Bu defilemede tliytgeyan ululyklary

ayyl-sayyl edip, degisli ¢édklerde integrirlalin
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lodo=-f-Q-rdt,
w t
lo [dW =—f-Q-r[dz,
ay 0
low—lgwy=—F-Q-r-t,
oy —1-Q-r-t

IO
@ burg tizligi nola denlép, tigirin nd¢e wagtdan durjakdygyny kesgitléris
Ioa)o_ f 'Q'r’t —O

lo

low,  Mriw, mra,

fQr fOQr fQ

Mysal. Silindr m, =const aylandyryjy momentin tésirinde gozganmayan z okun
dasyndan aylanyar. Silindrin z oka goré inersiya momenti |I,. Baslangy¢ burg tizligi
@, =0. Garsylyk giiy¢lerinin z oka gérd momenti burg tizligine goni proporsional
Myarsyyk = 4 - @. Silindrin burg tizliginin wagta bagly tiytgeysini kesgitlemeli.

bu yerden t =

z

@
m,

mgarsylyk

<

T

a
rFJ

44.2-nji surat

(44.2) detilemédnin esasynda silindrin aylanma hereketiniil defilemesini yazalyi:

dw
g =M
Uytgeyan ululyklary ayyl-sayyl edelin
l,dw _dt
m,—u -

Alnan denligi degisli ¢éklerde integrirlali:

dw ‘
Y L
imz_ﬂ'w E[ !
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mz_/u'a)

. ot L 1
Bu yerden kébir 6zgertmelerden son ——=1In =1 denleméni alarys.

H m,
L n belgilemani girizip, M ZH D _ o=t Gorlemiini alarys. Bu denlemeden
H m,
W= ﬂ(1—e_”t). GOrntisi yaly, silindrin burg tizligi wagtyil gecmegi bilen artyar we
U

predel bahasy m, ululyga den bolyar.
y7i

845. Fiziki mayatnik.

Agyrlyk meydanynda verlesyan, agyrlyk merkezinden ge¢cmeyén gorizontal

------

Fiziki mayatnigin aylanma okuna perpendikulyar we massalar merkezinden
gecyan tekizlik bilen kese-kesigini sekillendirelin.

P=mg

\4

45.1-nji surat

Bu yerde O -aylanma oky bilen yokarda agzalan tekizligin kesigyan nokady,C-jisimin
massalar merkezi; P -jisimifi agramy, ¢-OC kesimiii wertikaldan gysarma burgy.
OC =a belgileméni girizelin. |, -mayatnigin aylanma okuna goré inersiya momenti.
Fiziki mayatnigin hereket deiilemesini kesgitlemek {i¢in bize belli bolan
|,p=M; denlemeden peydalanalyfi. Bu yagdayda M: =—P-asin@. ¢ >0 bolanda
moment otrisatel, ¢ <0 bolanda moment polozitel.
Onda fiziki mayatnigin herket deillemesi 1,¢ =—P-asin ¢ gorniisde bolar ya-
da ? =k? belgilemani girizip,
0
»+k?singp=0 (45.1)
defilemdni alarys. Alnan deiileme adaty funksiyalarda integrirlenmeydr. Emma
mayatnigin ki¢i yrgyldylaryny éwrensek, Singp=~¢@ takmynan denligi ulanyp, (45.1)
detileméni

P+k2p=0 (45.2)
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gorniise getireris. Bu differensial defllemd material nokadyn erkin yrgyldylaryny
owrenenimizde gabat gelipdik. Bu denleménin umumy ¢oziiwi

@ = A-sin(kt)+ B-cos(kt) (45.3)
gorniislidir; A,B islendik hemiselikler. Belli bolsy yaly, A,B hemiselikleri kesgitlemek
licin baglangyc sertler ulanylyar. Goy, mayatnik Ki¢i ¢, burca galdyrylyp, baslangy¢
burg tizliksiz (e, = 0) goyberilen bolsun. Diymek, t=0 = @ =¢, , =0. (45.3) we

@ = A-kcoskt)—B-ksin(kt)

denlikleri ulanyp taparys: B =¢, , A=0. Onda berlen baslangy¢ sertlerde mayatnigin
ki¢i yrgyldylarynyn denlemesini

@ = ¢, cos(kt) (45.4)
gorniisde alarys. Kici yrgyldylaryn periody:
T=2T_ 2T _op | o (45.5)
k P-a P-a

Yokarda aydylanlar siiynmeydn yiipiii ujuna berkidilen material nokat, yagny
matematiki mayatnik {icin hem degislidir.

45.2-nji surat

Degisli ululyklary (45.5) formulada goyup, matematiki mayatnigin periodynyn

T=2r \ﬁ (45.6)
g

formula bilen kesgitlenyandigini taparys.

(45.5) we (45.6) formulalardan gérniisi yaly, yiiptin uzynlygyny

_ g g
l, = Pa ma (45.7)

ululyga den edip alsak, matematiki we fiziki mayatniklerin periodlary 6zara den
bolar. Bu yerde m—fiziki mayatnigin massasy. |,—ululyga fiziki mayatnigin getirme
uzynlygy diyilyér.

Fiziki mayatnigin O asma nokadyndan OK =1, uzaklykdaky K nokada fiziki
mayatnigin yrgyldama merkezi diyilyar (45.1-nji surat).

Gyuygensiii teoremasyndan alynyan |, =l +ma® deiligi (45.7) formulada
goyup, getirme uzynlyk tgin

| —a+c (45.8)
ma

formulany alarys. (45.8) formuladan gérniisi yaly,OK kesimin uzynlygy OC kesimif
uzynlygyndan uly (OC =a). Seylelikde, fiziki mayatnigii yrgyldama merkezi onu
massalar merkezinden asakda yerlesyar.
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Bir mysala seredelin
Mysal. O nokatdan ge¢yédn gorizontal aylanma oky bolan diskin getirme uzynlygyny

kesgitlemeli, CO = % R, R-diskin radiusy, C-diskin merkezi.

45.3-nji surat
Coziilisi.Getirme uzynlygyny (45.7) formuladan kesgitlaris. Diskin O nokatdan
gecyan aylanma okuna goéra inersiya momentini kesgitlemek Ugin Gyuygensin
teoremasyndan peydalanalyn:

2
|0=|C+m-oc:2=1mR2+m- 2R =Y mr2,

2 3 18

Onda (45.7) formuladan alarys:

= mR?
|:|O:18 :ER
' ma m.2r 12
3

§46. Gaty jisimin tekiz-parallel hereketi.

Kinematikadan belli bolsy yaly, tekiz-parallel hereket edyian gaty jisimii
nokatlary berkidilen tekizlige parallel tekizliklerde hereket edyar.

Goy, gaty jisim F,F,F,..,F, giycleriti tisirinde Oxy koordinatalar
tekizligine parallel hereket edyén bolsun.

Z)

!

v

X 46.1-nji surat
C-jisimiil massalar merkezi;
Cx'y'z" -6ne bolan hereket edyédn koordinatalar sistemasy;
Cx’-Ox oka parallel;
Cy'-Oy oka parallel;
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Cz' -0z oka parallel.

Milim bolgy yaly, tekiz-parallel hereket edydn jisimiii yerlesisi iic parametr
bilen kesgitlenyir. Saylanyp alnan nokadyii (x;y) koordinatalary we bu nokatdan
gecyéan, xy tekizlige perpendikulyar okun dasyndan aylanma burgy.

Jisimin hereketini C massalar merkezinin koordinatalary we z’okun dasyndan
@ aylanma burgy bilen kesgitlalin.

Mehaniki sistemanyn massalar merkezinin hereketi hakyndaky teoremadan
alarys:

d?x
m dtzc :szx J
(46.1)
2

z' okun dasyndan aylanma bur¢unyn ndhili defllemdni kanagatlandyryandygyny
kesgitldlin. Cx'y'z" koordinatalar sistemasynyn hereketi (goclirme hereket)-6ne bolan
hereket. Onda jisimin gorélik hereketi-Cz" okun dasyndan aylanma hereket.

Kinematikadan belli bolsy yaly, tekiz-parallel hereketdéki jisimin islendik
nokadynyn tizlenmesi iki tizlenmeden ybarat:
1) Saylanyp alnan nokadyn (garalyan mysalda C nokat) tizlenmesine deni bolan
gocirme tizlenmesi;
2) Saylanyp alnan nokatdan gegyan, gozganmayan tekizlige perpendikulyar bolan
okun (garalyan mysalda Cz") dasyndan aylanma tizlenmesi bolan gorélik tizlenmesi;
Goralik tizlenmesi 6z gezeginde iki tizlenma bolunyar:
1) normal tizlenme;
2) galtagma tizlenme.
Diymek, jisimin islendik nokady {i¢in

a=a.+a +a/

Jisiminn elementar bolejiginin massasyny Am bilen belgilip, bu boélejigin

(material nokadyn) inersiya glyjini kesgitlalin:
F" =—Am-(d. +a +a’ )]=—Am-a. —Am-a" —Am- &’

ya-da, F" =F." + F" + F". Bu yerde
Ifein -elementar bolejigin géclirme inersiya giiyji;
Ifrir? -elementar bolejigint merkezden gaydyan inersiya giiyji;
Ifri? - elementar bolejigin galtagsma inersiya giiyji.
Bu giiycleri jisiminl kese-kesiginde sekillendirelin:

46.2-nji surat
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Ifein =—-Am-d; denlikden jisimifi elementar bolejiklerinin gogiirme inersiya
gliyclerinin Ozara paralleldikleri gelip ¢ykyar. Mundan dasary, bu glycler elementar
b(’jlejiklerifl massalaryna goni proporsional Diymek bu gii}'/gler (agyrlyk gii}'l(;leri

ululygy
SE"=>Am-a. =a.> Am=m-a.
bu yerde m-jisimin massasy.

Dalamberin prinsipi boyunga jisime goylan giiycler we jisimin nokatlarynyn
inersiya giiy¢leri denagramlasyarlar. Diymek, bu giyclerin  z' oka goré
momentleriniii jemi nola den bolmaly'

Smy (R )+ Zmy (R )+ X m, (FR )+ £m, (Fr)=0 (46.2)
Emma Ifein giyclerin C nokatdan gecydn dentdsiredijd getirilydndigi sebipli,
Warinyonyn teoremasyny ulanyp taparys:
Zmz’(lfein):mz'(_m'éc)zo
Merkezden gaydyan inersiya guycler Cz' oky kesyarler. Diymek,

m.(F)-o0
Zmz’(lfri?):_lz’ ‘€

deniligi alarys. Bu yerde |, -jisimini z' oka gord inersiya moment, ¢ -jisimin z' okun
dasyndan aylanma (goréalik hereketi) burc tizlenmesi. Seylelik bilen, yokarda
agzalanlary g6z oniinde tutup, (46.2) deiilikden alarys:

Zmz,(lfk)— l,,-6=0

(44.2) formuladan

ya-da
L -e=Ym,(F) (46.3)

Netijede seredilyan hereketi hasiyetlendiryan {i¢ sany defileme alyndy:

‘“Czk

d yC =Y F, (46.4)
Ezzmz’( k)'

Alnan denlemeler sistemasyna jisiminn tekiz-parallel hereketininn differensial
20,

derilemeleri diyilyar. Elbetde, (46.4) sistemanyn igiinji |, ?j =>m, (Fk) ya-da

dw
I 7'
dt
Bir hususy yagdaya seredip gecelin.
Goy, Zmz/(lfk): 0 we @, =0 bolsun. Onda (46.3) defilemeden alarys:

|Z:'8:0 y

=>'m, (Fk) gorniisde hem yazyp bolar.
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yagny |, Z—Cto =0. Bu deiillemeden w=const=wm,=0 deilik gelip ¢ykyar. Diymek,

bu yagdayda jisim 6iie bolan hereketde bolyar.

Bir mysala seredelin.

Mysal. m massaly, r radiusly birjynsly silindr yapgyt tekizlik boyunca agyrlyk
gliyjlinin tésirinde asaklygyna typman tigirlenyar, f-typma sirtilme koeffisiyenti.

1) Silindrin agyrlyk merkezinin tizlenmesini kesgitlemeli;

2) Silindrin typman hereket etmegi ticin néhili sert yerine yetmeli?

Coziilisi.

y

46.3-nji surat
Silindre tasir edyan giycler: P-agyrlyk giyji; N -yapgytlygyii reaksiya giiyji; F -
typma surttilme giyji.
Koordinata oklaryny 46.3-nji suratda gorkezilisi yaly alyp, (46.4) denlemeler

sistemasyny diizeli:

2
mddt)ic =mgsina—-F ,
szc
m e =mgcosa — N ,
dw
lc —=Fr.
© dt

Bu vyerde |I.-silindrin, onun agyrlyk merkezinden gegydn, XOY tekizlige
perpendikulyar oka gOrd inersiya momenti. Hereketin dowamynda Y. =const,

2

diymek, ddt)gc =0. Onda ikinji deilemeden alarys: N =mgcos« . Silindrint typman
2

hereket edyandigi sebapli, v, =w-r. Onda, ddt)zc = d:tc :r(j;;). Diymek, birinji

detileme m-rcii—i) =mgsina —F gorniise geler. . Bu denlemani r-e kopeldip, Gclnji
deiileme bilen gosup, asakdaky detilemini alarys:

(m-r2 + IC)Z—?:mgrsina
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Bu yerden 1. :%m- r?detiligi goz oniinde tutup, r(jj—i) = % gsina bolyandygyny

taparys. Bu yerden silindrin agyrlyk merkezinin tizlenmesinii
do, do 2 .
=—==r—=—gsina
dt dt 3
bolyandygyna goz yetireris.
Derlemeler sistemasynyn li¢iinji defilemesinden siirtiilme giiyjiini kesgitlalin:
lc do m-r do 1 : P .
F=— —= —=—Mmgsina=—SINx

rdt 2 dt 3 3

Silindrin typman hereket etmekligi ticin F < f - N densizlik yerine yetmeli.

Bu densizlikde F,N giiy¢lerinn ululyklaryny goyup, %Sina < f.Pcosa densizligi

alarys. Bu yerden f Z%tga. Alnan densizlik silindrini typman tigirlenmegininl serti

bolup duryar.

847. Giroskop.
Gozganmayan O nokady we Oz simmetriya oky bolan gaty jisime seredelin.
Jisimin Oz okun dasyndan aylanmasynyn burg tizligini Q, Oz okun jisim bilen
bilelikde O nokadyn dagyndan aylanmasynyn (sferik hereket) burg tizligini @ bilen
belgildlin. Seylelikde, Q ululyk @ ululykdan ep-esli uly bolsun, Q>> @. Seyle gaty
jisime giroskop diyilyér. Oz ok jisimin bas merkezi inersiya oky bolup duryar.
Giroskopyn mysaly wolgok bolup biler. Giroskopiki enjamlarda giroskopyn
rotoryny adaty kardanly asmada (podwes) berkidyédrler. Seyle berkitme rotora
gozganmayan O (rotoryn agyrlyk merkezi) merkezin dasyndan aylanmaga
mumkingilik beryar. (47.1-nji surat). Bu giroskopyn erkinlik derejesi tice den.
4

(m 2 2

_J

47.1-nji surat
Tehnikada ulanylyan giroskoplarda Q ululyk @ ululykdan miifilerge esse uly.
Bu yagday giroskopyn elementar vya-da presession nazaryyetini dizmage
miimkingilik beryar. Seylelikde, asakda getirilenlerden ugur alynyar.
Islendik wagt pursatynda @, =Q+3@& we jisimifi hereketi OP pursatdaky
aylanma okunyn dasyndan aylanma hereket bolup duryar (47.2-nji surat).
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_ 47.2-nji surat
Emma Q>> » bolanda Q we @,,, wektorlaryn arasyndaky £ burg ujypsyz bolup,

@, =Q diyip kabul edip bolar, yagny OP ok islendik wagt pursatynda giroskopyii
Oz oky bilen gabat gelyir. Onda giroskopyin K, kinetik momenti Oz oky boyunca
ugrukdyrylan we K,=1,-Q diyip hasap edip bolar. Giroskopyn elementar
nazaryyetinin esasy taglymaty sundan ybarat. Mundan beyldk

Ko=1,-Q (47.1)
denligi ulanarys. Bu yerde |, -giroskopyn z oka goré inersiya momenti.
Giroskopyii esasy hdsiyetlerini getirelin.

1. Erkin giroskop.

Agyrlyk merkezi gozganmayan, simmetriya oky agyrlyk merkezinin dasynda
erkin aylanyp bilydn giroskopa seredelin (47.1-nji surat). Bu giroskopa erkin
giroskop diyilyér. Oklardaky siirtiilme giiyji goz 6fiiinde tutulmasa, » M, (Ifke)zﬁ we
K, =const bolar, yagny K, wektoryii ugry we ululygy iiytgemeyiar. Emma K,
wektor Oz ok boyunca ugrukdyrylandygy sebépli Oz ok ginislikde inersial hasaplanys
sistemasyna gbréd ornuny uytgetmeyér. Giroskopyn bu hésiyeti giroskopik enjamlary
konstruirlemekde ginden ulanylyar. “Yyldyz” hasaplanys sistemasynda ugruny
ytgetmeyan giroskopyn oky yerin aylanmasyna garsy aylanyar. Seylelik bilen, erkin
giroskop Yer sarynyn aylanyandygyny goérkezmek ii¢cin ulanylyar.

2. Giiyjiin (juibiitin) giroskopyn okuna edyin tasiri. Giroskopyn okunyn
durnuklylygy.

Goy, giroskopyii okuna (47.3-nji surat) O nokada géra M, momentli F giiyc

ya-da M, momentli (If,lf’) jubiit tasir edyan bolsun.

AZl
A
A
ﬂ \§
z K 9/0 :
< B\
Ug h
Ile

X

F
47.3-nji surat
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Onda momentler teoremasy boyunca

%:Mo ya-da d (?tB =M, ,
bu yerde, B-K, wektoryn ujy. Bu yerden, ﬂ%) =0g denligi goz oninde tutup
alarys:
Og =M, (GB :dd%j (47.2)

(47.2) denlik Rezalyn teoremasynyn mazmunydyr: Jisimin O nokada gora Kkinetik
momenti bolan K, wektoryii ujyndaky nokadynyi tizligi ugry we ululygy
boyunca dasky giiycleriin bas momentine den.

Anri Rezal (1828-1896)
Meshur fransuz alymy. Kinematikadan ilkinji kitabyn awtory.

Gorsiimiz yaly, eger calt hereketlenydn giroskopyn okuna giiyc tasir etse,
giroskopyii oky giiyjiii ugruna dil-de, M, wektoryfi ugruna tarap, yagny gilyje
perpendikulyar tarapa aylanyar. Giroskopyn okuna jiibiit tdsir edende hem seyle
yagday yuze ¢ykyar.

(47.2) formuladan gorniisi yaly, giiyjin tésiri bes edilende, yagny M, =0
bolanda 5z =0 bolup, giroskopyi oky 6z aylanmasyny bes edyar. Eger tasir edyan
gliyjin tdsiri gysga wagtlayyn (itergi) bolsa, onda giroskopyn oky 6z ugruny
Uytgetmeyar. Bu hésiyet calt aylanyan giroskopyn okunyn durnuklylygyny anladyar.

3. Giroskopyn presessiyasy.
Goy, hereketii dowamynda tisir edysn F giiyc (ya-da jibiity ZOZ, tekizlikde
(47.3-nji surat) erlesydn bolsun (meselem, agyrlyk giiyji). Yokarda gorkezilisi yaly,

Oz ok giiyjiin tdsir ugry boyunga gysarmayar, diymek, 6 = 2162 bur¢ hemiselik, vy
wektor bolsa ZOZ, tekizlige perpendikulyar. Giroskop Z, okun dasyndan kébir @
burg tizlikli aylanyar (presessirleyar), @ ululyga presessiya burg tizligi diyilyar. @
ululygy kesgitleyan denlemini tapalyn. OZ okun OZ, okun dasyndan @ burg tizlikli
aylanyandygy sebépli, 0Og = ®xOB ya-da, Oy =@xK,. Onda (47.2) formuladan
alarys:

oxK,=M, (47.3)
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Alnan denlleme giroskopyil elementar nazaryyetinii baslangy¢ Yyakynlagma
denlemesidir. Bu denillemeden @ - K, sin & = M denligi géz 6niinde tutup,
) = M_O = M 0 -
Kosing 1,-€Q-sinf
denligi alarys. 1,-Q ululyk ulaldygyca o Kkicelyar. @ kigeldigice giroskopyn
elementar (presession) nazaryyetiniti takyklygy artyar. Mysal hokmiinde P agyrlyk
giiyjiinin tisirindidki wolcogyn (47.4-nji surat) presessiya burg tizligini kesgitlalin.

A Zl

A
w

(47.4)

47 .4-nji surat

OC=a (C-wolgogyn agyrlyk merkezi) belgilemini girizip, M,=P-a-sin&d (P—
wolcogyn agramy) deiligi ulanyp, (47.4) denilikden alarys:
_P-a_ P-a
Ko 1,-Q
Sufia mefizes presessiyany Yer sarynyii oky hem amala asyryar. Yeriii formasyny
takyk sar dildigi we okunyn gysarmasynyn bardygy sebdpli, Gliniint we Ayyn dartys
giiyclerinin deftdsiredijisi Yerifi massalar merkezinden ge¢meyir we bu merkeze
gorda moment doredyir. Yer sarynyn okunyi presessiyasy (bir aylanmayn wagty)
takmynan 26000 yyl.
4. Erkinlik derejesi iki bolan giroskop. Giroskopiki effekt.
47.5-nji suratda gorkezilen 1 belgili esasa goréd Ox okun dasyndan aylanyp bilyan
2 belgili halka berkidilen 3 belgili rotorly giroskopa seredeliii.

(47.4%)

47.5-nji surat
Seyle giroskopyn erkinlik derejesi 2-d4 den (Oz okunl dasyndan hem 2 halka bilen
bilelikde Ox okun dasyndan aylanyar). Bu giroskopyn hisiyetleri yokarda seredilen
t¢ derejeli (erkinlik derejesi 3) giroskopynn hisiyetlerinden diiypgoter tapawutly.
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Meselem, 2 halkany iteklesenn halka rotor bilen bilelikde Ox okun dasyndan erkin
aylanyar, emma (¢ derejeli giroskopa bu itekleménin tasiri yok.

Goy, kabir wagt pursatynda 1 esas OZ, okun dagynda « burg tizlikli aylanyp
baslayan bolsun. Seylelikde, @ << Q. Onda giroskop esas bilen bilelikde aylanyp,
OZ, okun dasyndan mejbury presessiyany amala agsyryar. Seylelikde, (47.3)
formulanyn esasynda 3 rotora
M, =adxK,
moment tdsir edydr. Elbetde, bu momenti diie A, A’ podsipniklerin rotorynn okuna
tasiri bolan F,F' giiycler doredip biler. 3 belgili rotoryii massalar merkeziniii (O)
gozganmayandygy sebépli, massalar merkezinin hereketi hakyndaky teoremadan

F+F =0
defilik alynyar, yagny F,F’ giycler jibiti emele getiryarler.

Podsipnikler rotoryii okuna F,F’ giiycler bilen tisir edende dinamikanyt
ticlinji kanuny boyunga ok hem podsipniklere ululyklary boyunca F-e den, ugurlary
boyunca garsylykly N,N' gtycler bilen tasir etmeli. (N, N’) jibite giroskopiki jibit
diyilyar. Bu jiibiitih M momentine giroskopiki moment diyilyar. M ;, moment M,
momente garsylyklydygy sebipli taparys:

My =@xKy, My, =Ky @-sind=1,-Q-w-sin g (47.5)
Bu yerden N.Ye.Zukowskinif diizgiinini alarys:

Eger calt hereketlenyan giroskopa mejbury presessiya hereketi berilse,
rotoryin okunyin oturdylan podsipniklerine Mgir momentli giroskopiki jubut
tiasir edip baslar. Bu jubit rotoryin okuny presessiya okuna parallel etmige,
yagny Q we & wektorlaryii ugurlaryny gabat getirmige calysyar.

N.Ye.Zukowskiy (1847-1921)
Beyik rus alymy. Gidrodinamikany we aerodinamikany esaslandyryjy.
Ylmy isleri gaty jisimin mehanikasy, astronomiya, matematika, gidrodinamika,
gidrawlika, amaly mehanika yaly ylmy ugurlar bilen bagly.

Giroskopiki jiibiitin tdsirinde 2 belgili halka rotor bilen bilelikde Ox okun
dagyndan aylanmaga baslayar. Seylelikde, & bur¢ we M ;. moment kemelyar. 6 =0

bolan pursatda halka aylanmasyny bes edyar. Eger 2 belgili halka Ox okun dasyndan
aylanyp bilmez yaly 2 halka 1 esasa berkidilse, giroskopyn bir erkinlik derejesi galar
(OZ okun dasyndan aylanma). Y6ne bu yagdayda-da 1 belgili esas OZ, okun
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dasyndan aylansa, giroskopiki effekt yiize ¢ykyar, yagny ok podsipniklere N, N’
giiycler bilen tisir eder. Bu giiyclerin ululygyny (ikisi den) A, A’ aralyk belli bolanda,
(47.5) formuladan tapyp bolar.

§48. Gaty jisimin gozganmayan nokadyn dasyndaky hereketinin differensial
denlemesi.

=

Eylerin kinematiki defilemeleri.

2. Gozganmayan nokadyi dasynda hereketlenyin gaty jisimin Kinetik
momenti.

3. Gozganmayan nokadyn dasynda hereketlenyin gaty jisimin Kkinetik
energiyasy.

4. Eylerin dinamiki denlemeleri.

Bu paragrafda sferik hereketdiki (gozganmayan nokadyn dasyndaky hereket)
gaty jisime degisli kdbir maglumatlar bilen tanysalyi.

48.1. Eylerin kinematiki defilemeleri.

Mailim bolsy yaly, sferik hereketddki jisimin ginislikde yerlesisi Eylerin
burclary diylip atlandyrylyan ¢,y,0 burglar bilen kesgitlenyir. Seyle-de, islendik
wagt pursatynda gozganmayan nokatdan gecyédn pursatdaky aylanma oky tapylyp,
jisim su pursatda bu okun dagsyndan aylanyar. & burg tizligi pursatdaky aylanma oky
boyunca ugrukdyrylan.

48.1-nji surat 48.2-nji surat

O-gozganmayan nokat, Oxyz-gozganmayan koordinatalar sistemasy, Ox,Y,z,-jisim
bilen bagly hereketlenyan koordinatalar sistemasy, OP-pursatdaky aylanma oky,
ON-duwdnler oky.
@ burg tizliginin wektorynyn Ox,y,z, koordinatalar sistemasy boyunca
diiztijilerini kesgitlalin. Elbetde, @ wektory
D=0+ @0, + Dy (48.1)

gornlisde yazyp bolar. Bu yerde @, -jisimiit Oz okun dasyndan aylanma burg tizligi,
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@®,-jisimin  Oz; okun dasyndan aylanma (presessiya) burg tizligi, @;-jisimin
diiwiinler okunyn dasyndan aylanma (nutasiya) burg tizligi.
Ululyklary boyunca

a)lz(p,a)zzt/'/,a)3=9 (48.2)
(48.1) denligi x,y,z oklaryna mproyektirlap taparys:

@y = W1y + Doy + W3y

X

W, =01, + Wy + O3, (48.3)

w, = Cl)lzl +60221 +a)321 .

Al
@, We @, wektorlaryn proyeksiyalaryny yenillik bilen kesgitléris (48.3-nji surat):
Wy = W3y, =0 @y =Y,
Wgy, = dcosy Wgy, = Osiny Wq, =0.
A

\ Xl

48.3-nji surat
@, wektoryn diizijilerini kesgitlemek iicin Oz, we Oz oklaryn iistiinden tekizlik

gecirelin. OL—gecirilen tekizlik bilen Ox,y, tekizligin kesismesi bolan goni ¢yzyk.
ON diiwiinler ¢yzygynyn zOz, tekizlige perpendikulyardygy sebédpli bu ¢yzyk OL

goni ¢yzyga hem perpendikulyar (NAOL=90°,L(A)y1=goj. @, wektory OL goni

¢yzyga proyektirldp, son alnan proyeksiyany Ox,, Oy, oklara proyektirlap taparys:
Wy, =@sindsing , w,, =@sindcosy , w,, =@Ccoso
Alnan denlikleri (48.3) denleménin sag boleginde goyup taparys:
o, = @sin @sin g+ Hcosy
o, =@sinfcosp+Osiny (48.4)
w, =@Cosf+y .

(48.4) denilemelere Eylerin kinematiki denlemeleri diyilyar. Bu denlemeler @
wektoryn  hereketlenydn Ox,y,z, koordinatalar sistemasynyn oklary boyunga
dizdjilerini  kesgitleydr. Sunfia menzeslikde @ wektoryn gozganmayan Oxyz
koordinatalar sistemasynyn oklary boyunga diizijjilerini hem kesgitlap bolyar:
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o, =ysin@sin g+ 0cosg
o, =—y sin@cosy +0sin g, (48.5)
@, =y COSO+ ¢ .

(48.5) denlemeleri ulanyp, & (burg tizlenme) wektory hem kesgitlap bolyar.

E =0,
£y =y, (48.6)
&, =0, .

48.2. Gozganmayan nokadyn dasynda hereketlenyin
gaty jisimin kinetik momenti.

Gozganmayan O nokadyii dasynda aylanyan jisime seredelin. K, wektory
kesgitlemek ti¢in bu wektoryn dekart Ox, Oy, Oz koordinata oklaryna bolan
proyeksiyalaryny bilmeli. Degisli formulalary yonekeylesdirilen gérniisde almak {igin
Oxyz koordinatalar sistemasynyn oklary hokmiinde jisim bilen bagly, jisimin O
nokadyndaky bas inersiya oklaryny alalyn. (Xk, Yis Zk)—jisimifl nokady, 0, -bu
nokadyn tizligi.

6-njy paragrafyn (6.8) formulasyndan alarys:

m, (M5, )=m, (kakz - ZkUky)
Emma (21.6) formuladan mélim bolsy yaly,
Uy = O, Xy — Oy Zy 5 Uy, = Oy Yy — Oy X
Bu vyerde, ,,®,,®,-jisimii pursatdaky bur¢ tizliginin Ox,0y,0z oklara
proyeksiyalary. v, , vy, ululyklary yokardaky deiilikde yerine goyup (koordinatalary
kopeltmek hasyllary bar bolan gosulyjylar hasaba alynmayar. Sebdbi Ox,0y,0z—bas
inersiya oklary bolup duryar, yagny > m.x.Y,,>.mX.z, merkezden gaydyan
inersiya momentler nola den) alarys

K, =>'m,(ma2,) [ka(yk+zk)]

K,=1,-o
bu yerde |,—jisimin Ox oka gora inersiya momenti.
Y okardaka mefizeslikde Ky, K, ululyklary hem hasaplap taparys:

Ke=lio,, K, =1,-0,,K, =1, 0, (48.7)

(48.7) formula jisiminn O nokada gord kinetik momentinin O nokatdaky bas inersiya
oklar boyunca dizdjilerini gorkezyar. Eger Ox,0y,0z oklar bas inersiya oklary
bolmasa, onda

ya-da

X X

K,=1," a)x—lxy-a)y—lxz-a)z,
Ky=Il,-0,-1, 0,1, o, (48.8)
K, :IZ o, =l -0,—1, o,

denlikler alnar.
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48.3. Gozganmayan nokadyn dasynda hereketleny:in
gaty jisimin kinetik energiyasy.

Milim bolsy yaly, gozganmayan nokadyn dasynda hereketlenydn gaty jisim
islendik wagt pursatynda gozganmayan nokatdan ge¢yédn aylanma okunyii dasyndan
aylanyar. Onda jisimin kinetik energiyasy

2
T=1, “’7 . (48.9)
Bu yerde w-jisimini burg tizligi, I-pursatdaky aylanma oky, I, —jisimini pursatdaky
aylanma oka gora inersiya momenti.

I, ululygy 35-nji paragrafyn (35.25) formulasyndan alyp, (35.12-nji surata

seret), seyle-de,
®-COSa =, , W COSP=w, , ®-COSy =@,
denilikleri goz oniinde tutup, (48.9) formuladan taparys:
2T = | 0’ + Iya)i + 1,07 —2lyo0, 21 0,0, 21 0,0, (48.10)
Eger koordinata oklary hokmiinde jisimii O nokadyndaky bas inersiya oklaryny
alsak,
2T =0} + 1, 0F + 1,0 (48.11)

denilige geleris.

48.4. Eylerin dinamiki denlemeleri.
Goy, gozganmayan O nokady bolan jisime Ff Ff,...,F¢ dasky giiycler tésir
edyan bolsun. Sol bir wagtda jisime ﬁo reaksiya (O nokatda goylan) giyji hem tasir
edyar.

48.4-nji surat
Hereket denlemesinden nibelli ﬁo guyji ayyrmak ugin (39.4) formulany O nokada
gord ulanalyn. Rezalyn teoremasyndan (§41) alarys:

Og = My (%:DBJ : (48.12)

256



bu yerde M, =Zrﬁo(lfke )-dasky giiyclerin O nokada gord bas moment, Ug-B
nokadyii (K, wektoryii ujy) inersial Oxyz koordinatalar sistemasyna gora tizligi.

Jisimin hereketi hem Oxyz koordinatalar sistemasyna gora dwrenilyér. (48.12)
deniligi jisim bilen bagly O nokatda jisimint bas inersiya oklary bolan Ox,;,Oy,,Oz,
oklara proyektirlalin. Bu oklaryn jisimin O nokatdaky bas inersiya oklarydygy
sebapli K, ,K, ,K, kinetik momentler (48.7) formulalar bilen kesgitlener.

Ug tizligin hereketlenydn koordinata oklary boyunca diiziijierini kesgitlemek

ucin
Ug = Ug + Ug (48.13)

denilikden peydalanalalyfi. Bu yerde 0g-B nokadyn Ox,Y,z, koordinatalar sistemasyna
gord, Og-B nokadyn Oxyz koordinatalar sistemasyna gora tizligi. (47.2) detilikden
alarys:
(48.14)
B nokadyii koordinatalaryny x;,Y;,z, belgililii. B nokadyn radius-wektory K,
wektordygy sebapli,

r e _
UBxl + UBxl =M X

lele’Kylzyl’Kzlzzl

Bu yerden
oL = d_)(1 B dKX1
" dt dt
or _dy_dKy
LT gt dt
o = % B dKzl
L dt dt
denlikleri alarys.
—@ — ~
Ug =wx0B
formuladan
ngl =0y, - Z Ty - Y1 = @y, - Kzl Ty KYl !
Ugyl =W, 'Xl_a)xl "7 =Wy - le Wy Ry
ngl =Wy - Y1 @y X = @y, KY1 — @y - le
deiilikleri taparys.

Yokarda getirilenleri (ugxl,ugyl,ugzl,ugxl,ugyl,ugzl) seyle-de, (48.7) formuladan
Ky Ky, K, ululyklaryi afilatmalaryny (48.14) formula goyup taparys:
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do,

& dtl (Izl N Iyl )wha)zl - Mxl !
dw

bt =1 oo, =M, (48.15)
do,

Izl dtl +(IY1 N le)a)xla)Y1 = le ’

(48.15) denillemelere Eylerinn dinamiki denlemeleri diyilydar. Bu deilemeler
jisimin  gozganmayan nokadyn dasyndaky hereketinin jisimii gozganmayan
nokatdaky bas inersiya oklaryna goré differensial deilemeleridir.

Eger jisimin hereketi Eylerin ¢,y,0 burcglary bilen kesgitlenyan bolsa, onda
dinamikanyn esasy meselesi, M, ,M, ,M, ululyklar belli bolup, ¢,y,6 parametrleri

wagt funksiyasy hokmiinde kesgitlemekden ybarat bolar. Bu meselani ¢ézmek Ggin
(48.15) denilemelere Eylerin (48.4) kinematiki defilemelerini gosmaly. Seylelikde,
Eylerin kinematiki we dinamiki denlemeleri ¢yzykly dal alty sany birinji tertipli
denlemelerden ybarat bolan sistemany duzydr. Bu deilemeler sistemasyny
integrirlemek tigin matematikanyn yakynlagma usullary ulanylyar.
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