3-nji BOLUM
Dinamika

Dinamika—nazary mehanikanyn tédsir edydn giiy¢lerin esasynda material
obyektlerin hereketlerini dwrenyin bolimidir.

9-njy BAP
Material nokadyn dinamikasy.
§25. Dinamikanyn esasy diisiinjeleri we kanunlary.
1. Dinamikanyn esasy diisiinjeleri.
2. Dinamikanyn esasy kanunlary.

25.1. Dinamikanyn esasy diisiinjeleri.

Material nokat we mehaniki sistema diisiinjelerini getirelifi.

Material nokat-ornuny geometrik nokat hékminde kesgitlap bolyan jisim.
Basgaca aydylanda, 6wrenilydn sertlerine gord olgegleri ujypsyz bolan jisim.
Mehaniki sistema—hereketleri biri-birine bagly bolan material nokatlaryn tiikenikli
ya-da tikeniksiz koplugi.

Mehaniki sistemanyn mysaly hokmiinde Giin sistemasyna girydn planetalaryn
toplumyny getirip bolar.

Dinamikada seredilyan esasy iki mesele:
1) Hereket denlemesi berlen material nokada tésir edyéin giiyji kesgitlemek;
2) Nokada tasir edyan giiycler belli bolup, onun hereket denilemesini kesgitlemek.

25.2. Dinamikanyn esasy kanunlary.

Dinamikanyn esasyny tutyan kanunlary seljerelin.
1-nji kanun (inersiya kanuny). Eger material nokada gliy¢ tasir etmese ya-da tasir
edyan guycler kompensirlenyén bolsa, onda bu material nokat dynclyk yagdayyny
ya-da goniicyzykly, dendlcegli hereketini saklayar, yagny F =0 bolsa, onda
V = const.

Inersiya kanunynyn yerine yetyan hasaplanys sistemasyna inersial hasaplanys
sistemasy diyilyar.

Inersial hasaplanys sistemasynyii mysallary hokmiinde su asakdakylary
gorkezip bolar:
Baslangyjy giiniit merkezinde, oklary “gozganmayan” yyldyzlara tarap ugrukdyrylan
geliosentrik hasaplanys sistemasy.
Yer bilen bagly geosentrik hasaplanys sistemasy.
Ikinji kanuny getirmegimizden 61 inertlilik we massa yaly diisiinjeleri seljereli.
Inertlilik—material nokadyn giiyjlin tisiri astynda tizlenme almak hésiyeti;
Massa—material nokadyn inertliliginin derejesini kesgitleydn Olgeg. Massa-skalyar
ululyk bolup, nokadyn islendik hereketinde iiytgemeydr. Nyutonyn kesgitlemesi
boyunca (mehanikanyn filosofiki baslangy¢lary), massa-“jisimddki maddanyn
mukdary”
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2-nji kanun. Inersial hasaplanys sistemasyna gord material nokadyn tizlenmesi tasir
edydan giliyje goni proporsional, bu giiy¢ bilen ugurdas, nokadynn massasyna ters
proporsional:

—

F=m-a (25.1)
bu yerde F -nokada tasir edyan giiyc, m-nokadyii massasy, &-nokadyii tizlenmesi.
3-nji kanun. Material nokatlaryn biri-birine bolan tasirleri (guycler) bir goni ¢yzyk
boyunga garsylykly ugrukdyrylandyrlar, ululyklary boyunc¢a dendirler:

F=-F, (25.2)

F, F
< 00 >

F.F, giycler durli material nokatlara tasir edyandikleri —sebépli

denagramlagmayarlar.

4-nji kanun (tisirlerin bagly dalligi). Material nokadyn birndge giiyglerin tasirinde
alyan tizlenmesi bu giliyclerin ayratynlykdaky tésirlerinde alyan tizlenmelerinin
wektorlayyn jemine de.

Goy, Ifl, If2 e Ifn —material nokada tdsir edydn giliycler bolsun. Belgildlin:
F— {Ifl, IE2 e Ifn} guycler sistemasynyn dentésiredijisi, yagny {Ifl, IE2 . Ifn }~ F.

—

F giiyjiin tasirinde nokat a tizlenme alyan bolsun. Onda 2-nji kanun boyunca;
F=m-a. a (i =1, n)— IEI giiyjiin tasirinde alynyan tizlenme. Diymek, 2-nji kanuna
layyklykda:

i=1,n (25.3)
Onda:

i-Ya (25.4)

Bellik. Nazaryyetin beyan edilisini tertiplesdirmek maksady bilen dinamika iki
boltme bollinyér: nokadyn dinamikasy hem-de mehaniki sistemanyi dinamikasy.

Nokadyn dinamikasy
826. Material nokadyn hereketinin differensial derilemeleri.

1. Material nokadyn hereketinin differensial defilemeleri.

2. Dinamikanyn esasy iki meselesininh matematiki goylusy we ¢oziilisi.

3. Material nokadyn gonucyzykly hereket etmekligi tgin zerur we yeterlik
sertler.

26.1. Material nokadyn hereketinin differensial defilemeleri.

Dinamikanyf ikinji kanunyny hésiyetlendiryan m-d=F defilemi material
nokadyil dinamikasynyn esasy detilemesi hem diyilyar.

Material nokada tésir edyan F giiy¢ nokadyi ornuna, tizligine we wagta bagly
bolup biler, yagny F = If(f,?,t).

Mailim bolsy yaly, nokadyn tizlenmesi onun radius-wektorynyn ikinji oniimine

~

den:
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da’r
dt?
Onda dinamikanyn esasy detilemesinden material nokadyn hereketiniii differensial
detilemesiniit wektor gorniisini alarys:
dr = .

m o= F(r, 7 t) (26.1)
Material nokadyn tizlenmesinin dekart oklary boyunca diiziijilerinin degisli
koordinatanyn ikinji Oniime dendigini, yagny a, =X, a, =Y, a,=17 deilikleri

:i_-::

ulanyp, hereketin differensial deiilemesini dekart koordinatalarda alarys:
mx=F.(x,y,z,X,y,2,1)
my="F,(x,y,z,%,y,2,t) (26.2)
mz=F,(x,y,z,X,¥,2,t)
2
= U— , ab = O
yo,
duzdjilerini, goz oniinde tutup, material nokadyn hereketinin differensial denilemesini
tebigy koordinatalarda alarys:
d®s v?
m—=F , m—=F , R=0, (26.3)
dt o,
bu yerde s — material nokadyn duga koordinatasy; p— nokadyn trayektoriyasynyn
nokatdaky egrilik radiusy; F.— nokada tisir edyin giiyjiin galtagsma diizijisi; F,—
nokada tésir edyédn giiyjiin normal diiziijisi; F,— nokada tésir edyan giiyjiin binormal
dizajisi.

Material nokadyn tizlenmesinin tebigy oklar boyunca a_=§, a,

26.2. Dinamikanyn esasy iki meselesiniii matematiki goylusy we ¢oziilisi.
Dinamikada seredilydn esasy iki meseld we olara degisli kdbir mysallara
seredip gegelin.
Dinamikanyn 1-nji meselesi. m massaly nokadyn hereket denlemesi belli bolup,
nokada tdsir edydn giiyclerin dentisiredijisini kesgitlemeli. Bu meselede nokadyi
hereket detilemesi berilyar:

X
y=y(t) (26.4)
Z

Nokada tasir edyan F giiyji tapmaklyk talap edilyar. Bu meseldnin ¢oziilisi nokadyn
hereket detilemesini iki gezek differensirlemek bilen amala asyrylyar:

F, = mx(t)
F, =my(t) (26.5)
F, = mz(t)

Bu yerde F,,F,,F,—nokada tasir edyan F giiyjiih dekart koordinata oklary boyunga

duzdjileri.
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Mysal. m massaly nokadyn hereket denlemesi berlen:
x=ale +e™) *)
{y _ a(ekt _ e—kt)
bu yerde a,k =const , a>0, k >0; nokada tasir edyan F giiyji kesgitlemeli.

Coziilisi. Nokat x*—y?=4a® giperbola boyunca hereket edyar. Hereket
denlemesinden t =0 wagt pursatda nokadyn koordinatalaryny taparys:

X, = X(0)=2a
{YO = Y(O): 0
(*) denileméni iki gezek differensirlép,
F, = mx = mak?(e +e ™)

{Fy = my = mak? (e —e )
netija =~ geleris vya-da F, = mk2x F, = mk?y. Nokada tasir  edyan
F= (F F )— mk?(x, y)=mk°F giiy¢ nokadyh radius-wektoryna géni proporsional.
Dinamikanyn 2-nji meselesi. Bu meselede m massaly nokada té&sir edyan F guyg
berilyér. Nokadyh hereket defilemesini kesgitlemeklik talap edilyir. F = F( t) —

nokada tésir edyn giyc; F(t) wektory kesgitlemeli.

Belli bolsy vyaly, nokadyn hereketinin differensial denlemesi dekart
koordinatalarda

mx=F(x,y,z,X,y,2,1)
my=F,(x,y.z,X,y,2,t) (26.6)
mz=F,(x,y,z,X,y,2,t)
gornilisde berilyar:
2-nji  meseldnin ¢ozilisi  (26.6) differensial denlemeler sistemasyny
integrirlemek bilen amala asyrylyar. (26.6) denlemeler sistemasynynn umumy
¢ozuwine alty sany erkin C,,C,,C;,C,,C;,C, hemiselik giryér:
x=x(t,C,,C,,C;,C,,Cs,Cq)
y=y(t,C,,C,,C;,C,,Cs,Cs) (26.7)
z=1(t,C,,C,,C,,C,,Cs,Cy)
Nokadyn tizliginin dekart koordinata oklaryna proyeksiyalary:
(v, =x=x(t,C,,C,,C;,C,,C:,C;)
<Uy:YZY(t’CwCz’Cs’CmCs!Ce) (26.8)
v, =2=1(t,C,,C,,C;,C,,C:,C;)
Tésir edyan giliyjiin berilmegi bilen alty sany erkin hemiselige bagly bolan hereketler
kopliigi kesgitlenyér. Berlen meselede erkin hemiselikleri kesgitlemek {i¢in baslangyc
sertler, yagny berlen wagt pursatynda ( = O) nokadyn koordinatalary we tizligi

berilmeli. Baslangyc¢ sertler:
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X=X, , VY=V, ,2=2
t:O:{ 0+ Y=Yo ° (26.9)

X:UOX’ y:on, Z:UOZ

(26.9) denligi (26.7), (26.8) denlemelerde goyup, alty sany algebraik denlemeden
ybarat sistemany alarys:
x, =x(0,C,,C,,C,,C,,Cs,C

)
Yo = ¥(0,C,,C,,C;5,C,,Cs,Cg)
2,=2(0,C,,C,,Cy,Cy,Cs,Cp)
Vox = X(01C1'C2 C3,C4,Cy ’Cﬁ)
Voy = Y(O’CwCz ,C3,C4,Cs ’CG)
Vo; = Z(O,Cl,CZ ,C3,C4,Cs ’Ce)
(26.10) denlemeler sistemasyny ¢oziip, tapylan C,,C,,C;,C,,C;,C; hemiselikleri

(26.10)

(26.7) deiilikde yerine goyup, meseldniii ¢oziiwini taparys.
Bellik. Dinamikanynn 2-nji meselesi matematikanyn “Differensial denlemeler”
boliiminde “Kosi meselesi” diylip atlandyrylyar.
Bir mysala seredelin.
Mysal. Massasy m bolan material nokat gorizonta « bur¢ astynda o, baslangyc
tizlik bilen zynylyar. Nokadyn hereket defilemesini kesgitlemeli (howanyn garsylyk
gliyjiini goz oniinde tutmaly dal).

YA

z 26.1-nji surat

Coziilisi. Koordinatalar baslangyjyny nokadyn zyiiylan nokadynda alyp, xy
tekizligini wertikal, xz tekizligini gorizontal alalyn. Baslangyg sertler:

x=0 X =0Ugy =g COS
t=0: <y=0 Y =vo, =g SiNx

Tasir edyan P=mg giiy¢ wertikal asak ugrukdyrylan, P, =0, P, =-mg, P, =0
Nokadyn hereketinii differensial denllemesi
mxX =0
my =-mg (*)
mz=0
gornilisde bolar. Bu defileméni bir gezek integrirldp taparys:
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X=v,=C,
y=v, =-0t+C, **)

Alnan denligi yene bir gezek integrirldp (*) defileméanin
(x=Cjt+C,
2

. t *kk
y:—gE+C2t+C5 (***)

2=C,t+Cq

umumy ¢ozuwini taparys. Baslangyc sertleri (*¥*), (***) denlemelerde yerine goyup,
alnan denlemeler sistemasyndan C,,C,,C;,C,,C;,C,; hemiselikleri kesgitléris:
C,=v5c0sa,C,=v58INx,C;=C,=C;=C,=0
Onda hereketi 0wrenilydn nokadyn hereket detilemesi
X=0vg COSax -1
t? .
y=—gE+UOSIna-t

z=0

gorniisde bolar. Alnan denlemeden gorsiimiz yaly, nokat wertikal tekizlikde (Z = 0)
hereket edyar. Bu denlemede t parametri birinji denilemede x-in {isti bilen anladyp,
ikinji denlemede yerine goysak, nokadyn trayektoriyasynyn

9 2
20¢ Cos” &
detilemesini kesgitldris. Bu defileme parabolanyn defilemesi.

y=X-1ga -

26.3. Material nokadyn gonucgyzykly hereket etmekligi tgin
zerur we yeterlik sertler.
Goy, nokat Ox oky boyunca hereket edyan bolsun. Nokadyn trayektoriyasynyn
denilemesi:
y=0, z=0 (26.11)
Onda (26.6) denlikden
F,=0, F,=0 (26.12)
bolmalydygyny alarys. Diymek, nokada tisir edyan giiy¢lerin dentésiredijisi Ox oky
boyunca ugrukdyrylan bolmaly. Yoéne, bu sert nokadyii goniigyzykly hereket
etmekligi ticin yeterlik sert ddl. Hakykatdan hem, (26.12) deillik yerine yetende
(26.6) denligin ikinji we ticlinji denlemelerinden alarys:
y=0, 7Z2=0 (26.13)
Bu denlikleri integrirlap taparys:
y=C , 2=C;
y=Ct+C, , z=C;t+C,
C,.C,,C;,C, hemiselikleri kesgitlemek ii¢in

(26.14)
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t=0: y=0,2=0,y=vy , 2=0p, (26.15)
baslangyg¢ sertlerden peydalanmaly, yagny (26.15) baslangyg sertleri (26.14) denlikde
ornuna goyup, gozlenilydn hemiselikleri taparys:

Cl :on y CZ :O ’ C3 :UOZ ’ C4 :O
Seylelikde, nokadyn hereket defilemesi
gorniisde bolar.
(26.16) deilik (26.11) detilik bilen ditie vo, = vy, =0 bolanda gabat gelyar. Bu

yerden material nokadyn goni ¢yzykda hereket etmekligi Gc¢in nokada tasir
edyin giiyjiin we nokadyn baslangy¢ tizliginiih bu goni c¢yzyk boyunca
ugrukdyrylan bolmagynyn zerur we yeterlikdigi gelip ¢cykyar.

Ox oky boyunca hereket edyan material nokadyn hereketinin differensial
denlemesi:

d?x _
mﬁzF(t,x,x) (26.17)

Indiki paragrafda F giiyjiin hususy gorniisleri iigcin (26.17) denleménin

¢Oziilisini Owreneris.

§27. Material nokadyn gontcyzykly hereketi.

1. Material nokadyn gonicyzykly hereketinin differensial defilemesi.

2. Material nokadyn wagta bagly giiyjiin tisiri astyndaky hereketi.

3. Material nokadyn koordinata bagly giiyjiin tisiri astyndaky hereketi.
4. Material nokadyn tizlige bagly giiyjiin tésiri astyndaky hereketi.

27.1. Material nokadyn gonucyzykly hereketinin differensial deillemesi.
Goy, material nokat F giiyjiin tisiri astynda goni gyzykda hereket edyan
bolsun. Bu go6ni ¢yzygy X oky hokmiinde kabul edelin. Elbetde, §26-da bellenip
gecilisi yaly, F giyc x oky boyunca ugrukdyrylan bolmaly.
F

>
>

0 X

27.1-nji surat
Dinamikanyn ikinji kanunynyn esasynda X oky boyunca hereket edyan material
nokadyn differensial defilemesini:
dt®

gorniisde yazalyn. UZ% denligi ulanyp asakda getirilen 6zgertme bilen (27.1)

=F(t,x,X) (27.1)

deiiligi bagsga gorniise getirelin:
d’°x _d (dxj do
m—=m—|—|=m—
dt dt\ dt dt
Bu denligi ulanyp, (27.1) defileméni
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mE:F(t,x, D) (27.2)

gornilisde yazalyn.

Umumy yagdayda, yagny F giiyc wagta, koordinata we tizlige bagly bolanda
(27.2) denlemini integrirlemek matematiki kyngylyklara getiryar. Kop halatlarda bu
denleméni yzygider yakynlasma usuly bilen ¢c6zmeli bolyar.

Indiki punktlarda nokada tasir edyan F giiyjii kibir hususy gorniisleri iicin
(27.2) detilemini integrirlemegin usullary bilen tanysarys.

27.2. Material nokadyn wagta bagly giiyjiin tasiri astyndaky hereketi.
Goy, nokada tasir edyan giyc wagta bagly bolsun, yagny F =F(t). Onda
(27.2) defilik

m— = F(t) (27.3)

gbrnlise eye bolar.
Bu detileméni tiytgeyén ululyklary ayyl-sayyl etmek usuly bilen ¢ozelin.
mdo = F(t)dt

Alnan denileméni degisli ¢dklerde integrirldlin:

v t

m [dV =[F(r)dz (27.4)

Uy 0
v,-nokadyn baslangy¢ tizligi. F(t) belli funksiyalygy {igin (27.4) defilemédnin sag
bolegindéki integraly hasaplap bolyar. Netijede t wagta bagly funksiya alynyar. Onda

t
mo —muy, = ®(t) ; bu yerde ®(t)= I F(z)dz. Bu defilemeden v-ni taparys:
0

L=, +%CD(t) (27.5)
(27.5) denlik nokadyn tizliginiii wagta bagly iiytgeysini gorkezyar. (27.5) denilemede
tizligi % bilen c¢alsyralyn we iytgeydn ululyklary ayyl-sayyl etmek usulyny
ulanalyii:
%:uo +%CD(t) , dX:(UO +%CD(t))dt
Alnan denlleméni degisli c¢dklerde integrirldp, nokadyn hereket defilemesini

kesgitlaris:
t

fds:j(uo+%q>(f))dr,

Xo 0

X, -nokadyn baslangyc¢ koordinatasy. Bu yerden

1t 1
= t+— —d d 27.6
X=Xy +0U, +m£(00+m (2')) T ( )
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Alnan deiilik nokadyn koordinatasynyn wagta bagly iiytgeysini gorkezydr. Basgaca
aydylanda, (27.6) denleme nokadyn hereket denlemesidir.

Bir mysala seredelin.
Mysal. Nokada tasir edyan giyc berlen: F = psin(kt), k, p=const. t=0 bolanda,
X =X, U=U0,. Nokadyn hereketinini defilemesini tapmaly.

Coziilisi. Nokadyn hereketinin differensial defilemesi m % = psin(kt) ya-da
mdo = psin (kt)dt . Bu defileméni degisli ¢dklerde integrirlalin:

m Tdv = pisin(kr)dr

Ug

mo —mu, = —E[cos(kt)—l]

ya-da v=uv, + % [1-cogkt)]. v-ni % bilen ¢alsyrsak, % =y, + % [1—cog(kt)]

1 . P P
denleméni alarys. Bu yerden dx =| v, + — ———coslkt) |dt
ry Y [ 0 m  km s( )}
Sonky denilemédni degisli ¢dklerde integrirldp, nokadyn hereket defilemesini alarys:
X t
PP
ds=||v, + — ——coslkr)|dr,
Jds=] [ " km km o )}

Xo 0
X = X, J{Uo +%)t —%sin(kt).

Tapylan denileme nokadyn koordinatasynyn wagta bagly tiytgeysini gérkezyar, yagny
bu defileme nokady berlen baslangy¢ sertlerde F = psin (kt) gliyjiin tasiri astyndaky
hereket detilemesidir.

27.3. Material nokadyn koordinata bagly giiyjiin tisiri astyndaky hereketi.
Goy, nokada tasir edyédn guyc koordinata bagly bolsun, yagny F = F(x). Onda
(27.2) denlik
do
 ~F() (27.7)
gbrnlise eye bolar.

d—Uzd—U% Ozgertméni ulanalyn we ax ululygy o bilen galgyryp, (27.7)
dt dx dt dt
detileméini
vdov
m—— = F(X
dx (x)

gorniige getirelin. Bu yerden modo = F(X)dX defilleméni alarys. Alnan deilleméni
degisli ¢éklerde integrirlalin:

m fv dv = fF(s)ds (27.8)

Lo Xo
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v, -nokadyn baslangyg tizligi, X,-nokadyn baslangy¢ koordinatasy.
F(x)-ii belli funksiyadygy sebipli (27.8) defileminii sag bolegindaki
integraly hasaplap bolyar. Netijede kabir ®(x) funksiyany alarys. Onda (27.8)-den:

2 2
mo _ mUO :CD(X) ,
2 2
bu yerden

v=1 u§+3q>(x) (27.9)

m
(27.9) denlik nokadyn tizliginit onuni koordinatasyna bagly iiytgeysini gorkezyar.
(27.9) denlemede tizligi % bilen calsyralyn we iytgeyan ululyklary ayyl-sayyl

etmek usulyny ulanalyn:

+ dx _ gt

B 2
2
Uy +— DX
[+ 2ol
Bu detilemini degisli ¢éklerde integrirldp,

-l-X ds :ffdrzt
0

denllemd geleris. Alnan denleme x we t ululyklaryn arabaglanysygyny gorkezyir. Bu
denleméanin ¢ep bolegindaki integraly hasaplap, somira X-i t-nifi isti bilen anladyp,
nokadyn X = l//(t) hereket denilemesini taparys.

Bir mysala seredelin.

Mysal. Goy, m massaly nokat goni ¢yzykda koordinatalar baslangyjyna tarap
ugrukdyrylan, nokadyn koordinatasyna géni proporsional F giiyjiii tésiri astynda
hereket edyan bolsun, F =cx, ¢>0. Baslangyg sertler:

t =0 bolanda, x=a, v =0. Nokadyn hereketinin defilemesini tapmaly.

Coziilisi. )
0P

"y -~ !
1 <€ >

X
27.2-nji surat

X v

Nokadyn hereketinin differensial denlemesi, mu?j—u = —CX
X

ya-da modo =-cxdx. Bu denleméni degisli ¢éklerde integrirldp, tizligin koordinata
bagly Uytgeysini kesgitlalin:

mTV dVv = —cjx's ds
0 a

bu yerden
mo? = c(a2 - x2) ,
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c
L= —(az—xz) .
m

Alnan denleme nokadyn tizliginiii koordinata bagly liytgeysini gorkezyar. Tizligi %
bilen ¢algyralyn we tiytgeyén ululyklary ayyl-sayyl etmek usulyny ulanalyn:
L \Edt
va®—-x* Im

Bu deniligi degisli ¢éklerde integrirldlii:

[ afoe= o

Integrirlemegi yerine yetirip,

S
arccos—| =,/—t

a

a

. . X lc X |c, .
denligi alarys. Bu yerden arccos——arccosl=.—t, arccos—=,—t vya-da,
m m

a a
X= aco{wfﬁt].
m

Tapylan denileme berlen baslangyc sertlerde nokadyn F =c-x giliyjin tasiri
astyndaky hereket denilemesidir.

27.4. Material nokadyn tizlige bagly giiyjiin tisiri astyndaky hereketi.

Goy, nokada tasir edyan glyc tizlige bagly bolsun, yagny F = F(u). Onda
(27.2) denlik

do
m—=F
" 5 ~F©)
gorniise eye bolar. Uytgeyan ululyklary ayyl-sayyl edip, denleméni degisli ¢éklerde
integrirlalin:
m -3V e =t (27.10)
HF) o |

Bu yerde v,-nokadyn baslangyg tizligi.
(27.10) denleménin ¢epindédki integraly hasaplanymyzdan son (F(V)-belli
funksiya) alarys:
plv)=t (27.11)

Bu yerde go mfm-tlzllge bagly kabir funksiya.
(27.11) denlemede tizligi wagtyil iisti bien anladyp, tizligin wagta bagly
uytgeysi kesgitlenyar:

L= l//(t) (27.12)
Yokarda seredilisi yaly, (27.12) defileme iigin ayyl-sayyl usulyny ulanyp, taparys:
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X =X, +_t[l//(2')d2' (27.13)
0

Alnan denleme nokadyn koordinatasynyn wagta bagly iiytgeysini gorkezyar, yagny
(27.13) denilleme nokadyn hereket detilemesidir.

Bir mysala seredelin.

Mysal (Garsylyk gorkezyin meydanda nokadyn hereketi). Massasy m bolan
material nokat baslangye tizliksiz (v, =0) O nokatdan agyrlyk giiyjiinifi tasiri
astynda wertikal asak gacyar. Nokada tizlige goni proporsional, R= -0 (u>0-
howanyn dykyzlygyna bagly koeffisiyent) howanyn garsylyk giiyji tisir edyéin
bolsun. Nokadyn hereket denillemesini kesgitlemeli.

Coziilisi. Koordinatalar baslangyjyny O nokatdan alyp, x okuny wertikal asak

.0 ugrukdyralyn. Nokada tasir edyan guycleri goz oniinde tutup,
| A nokadyn hereketinin differensial denlemesini yazalyn:
" md—U mg — uv.
e dt H
Mg Defileminifi iki bolegini hem m-e bolup, tytgeyan ululyklary
Vo ayyl-sayyl edelin:
v X dU = dt
. H
27.3-nji surat 9 “m?
Bu yerden degisli ¢iklerde integrirldp taparys:
My g ~Hy| =t
H m 1],
Hy
ya-da In—M— = — ¢ Alnan defilemni v -tizlige gora ¢Ozup taparys:
g m
£y
p="811_¢m *)
7
_Hy
Bu denlik nokadyn tizliginin wagta baglylykda iiytgeysini gorkezyiar. e ™ —
kemelyéin funksiya. (*) defilikde t — oo predele gegsek, nokadyf v = mg predel

tizligini kesgitlaris.
Nokadyn hereket detilemesini tapmak ticin (*) defilemede liytgeyén ululyklary
ayyl-sayyl edelin we degisli ¢édklerde integrirldlin. Onda alarys:

u
dx = my 1- emt dt,
MU

X t _H.
jds:m (1e m jdr.
0



. mg. m?g -£4 . Lo .
Bu yerden x=-—~t+-—>/1-e ™ |. Alnan defileme nokadyn tizlige goni
MU

proporsional garsylyk gorkezydan meydanda hereket denilemesidir.

§28. Material nokadyn hereket mukdary. Material nokadyn hereket
mukdarynyn momenti.

1. Material nokadyn hereket mukdary. Giiyjiifi impulsy.

2. Material nokadyn hereket mukdary hakyndaky teorema.

3. Material nokadyn hereket mukdarynyin momenti hakyndaky teorema.
4. Nokadyn merkezi giiyjiin téasiri astyndaky hereketi. Meydanlar kanuny.

28.1. Material nokadyn hereket mukdary. Giiyjiinn impulsy.
Hereket edydn m massaly material nokada seredelin. Material nokadyn hereket
mukdary diisunjesini girizelin.
Kesgitleme. Material nokadyn massasynyn onun tizligine kopeltmek hasylyna
material nokadyn hereket mukdary diyilyar:
g=m-o , (28.1)
bu yerde 0 — nokadyn tizligi, §— material nokadyn hereket mukdary.

Massanyn polozitel skalyar ululykdygy sebipli, nokadyn hereket mukdary
nokadyn tizligi bilen ugurdas.

ZA _ -
G=m-o

~

<y

X 28.1-nji surat

Hereket mukdaryny dekart koordinatalar oklaryna proyektirldp, hereket mukdarynyn
dekart oklary boyunca dizdjilerini kesgitlaris:
qx:m'ux7qy:m'uy’qz:m'uz 1 (282)

bu yerde v, , v, , v,-nokadyn degislilikde x,y,z oklar boyunca tizligi.

y ]
Hereket mukdarynyn 6lgeg birligini kesgitlalin.

-sek = N -sek

[hereket mukdary] = [massax tizlik]=kg - =kg-—
sek sek

Diymek, hereket mukdarynyn 6lgeg birligi N -sek (kG - sek).
Giliyjun kéabir ¢akli wagtyn dowamyndaky impulsy diisiinjesini girizelin.
Kesgitleme. Giiyjiin tiikkeniksiz kigi At wagtyn dowamyndaky elementar impulsy

2

diylip, giiyjun At wagta kopeltmek hasylyna deni bolan wektor ululyga aydylyar:
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AS =F - At
Guyjun t cakli wagt aralygyndaky impulsyny hasplamak Ggin, bu wagt
aralygyny n sany interwala bolelin. Bu interwallardaky giiyjiin elementar
impulslaryny jemlép, predele (n—>oo) gecelin. Giiyjin t wagtyn dowamyndaky
impulsyny S bilen belgilap alarys:

n

S= lim > 'tf (28.3)
0

naa)l -1

(28.3) denleméni dekart koordinata oklaryna proyektirlip, F = (FX Fy . F ) giiyjin

impulsynyni dekart oklary boyunca diiziijileri li¢in
t t t
S.=[F.dr, S, =[Fdr,S,=[Fdr (28.4)
0 0 0
deiilikleri alarys.

28.2. Material nokadyn hereket mukdary hakyndaky teorema.
Dinamikanyn esasy kanunyna seredelin.

do - d(mo)

m-a=F ya-da m—=F vya-da =F
Y at ) dt

Bu yerden, tytgeyan ululyklary ayyl-sayyl edip alarys:

d(mo)=Fdt (28.5)
yagny material nokadyn hereket mukdarynyn differensialy nokada tisir edyin
giiyjiin elementar impulsyna den.

t
(28.5) defiligi degisli ¢iklerde integrirlalin: [d(mV)=[Fdr, bu yerde &,
5o 0

nokadyn baslangyg tizligi. Netijede,
t
mo-mo, =[Fdr (28.6)

0
denligi alarys. Alnan (28.6) denligi teorema hokmiinde tassyklalyn.
Nokadyn hereket mukdary hakyndaky teorema. Nokadyn hereket mukdarynyn
kabir wagtyn dowamynda {iiytgemegi nokada tédsir edyidn giiyjin sol wagtyn
dowamyndaky impulsyna den.

(28.6) derilik dekart oklaryna proyeksiyalarda

t
mo, —Muy, :IFX dr

t
mo, —muy, = [F, dz (28.7)
0

mo, —mMuy, :J.FZ dr

gorniise eye bolar. Yagny material nokadyii haysy hem bolsa bir ok boyunca hereket
mukdarynyn kdbir t wagtyn dowamynda iiytgemegi nokada tasir edyéan giiyjiin bu ok
boyunca diiziijisinil t wagtyn dowamyndaky impulsyna den.
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Eger taisir edyan F giyjin F,, F,,F, dizUjileri wagta bagly funksiyalar
hokmunde belli bolsa, onda (28.7) denlemelerden islendik t wagt {igin nokadyn
tizligini kesgitlap bolar.

Yokarda getirilen teoremadan gelip gykyan kébir netijeler:
1) Goy, F, =0 bolsun. Onda, mo, —muv,, =0, v, =v,, =const, yagny tasir edyan
gliyjiin kdbir ok boyunca diiziijisi hereketin dowamynda nola den bolsa, onda
nokadyn tizliginin bu ok boyunca diiziijisi iiytgemeyadr.

t
2) Goy, F, =const bolsun. Onda [F, dz=F,-t, mo, —mu,, = F, -t.
0

t
3) Goy, F =const bolsun. Onda [Fdr=F-t,mo—mo, =F -t
0

Nokadyn hereket mukdarynyn iliytgemegi hakyndaky teoremanyn ulanylysyna
degisli mysala seredelin.
Mysal. Jisim yapgytlyk burcy o =30° bolan yylmanak dal tekizlik boyunca
baslangyc tizliksiz (v, =0) asak hereket edyir. Jisim bilen tekizligiii arasyndaky
surtulme koeffisiyenti f =0,2. Jisim nace wagtda | =39,2m yol gecer.
Coziilisi. X okuny yapgyt boyunca asak ugrukdyralyi.

T N
28.2-nji surat

F.— surtiilme gilyji, N — dayang tekizligin reaksiyasy. Jisim Ox oky boyunca hereket

edyar, diymek, y=0. Onda N -mgcosa =0 ya-da N =mgcosa. Bu yerden

F, = f - N deiligi ulanyp, F, = f - mg cos « bolyandygyny alarys.

Hereket mukdarynyn iiytgemegi hakyndaky teoremany Ox oky boyunca ulanalyn we

alnan differensial denleméni ¢ozelin.
mo = (mg sin o — F,)-t

m% =mg(sina — f cosa)-t
dx = g(sin & — f cos @ )-t dt

ds=[g(sine— f cosa)-rdr

O = <
O )

(sina — f cosa)-t?
2
Alnan denleme jisiminn X oky boyunga hereket defilemesidir. Bu defilemede x=|I
goyup, t wagty taparys:
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. 2
(sina — f cosa)-t — = _ 21 ~ 5sek.
5 g(sina — f cosa)

28.3. Material nokadyn hereket mukdarynyin momenti hakyndaky teorema.
Goy, m massaly M nokat F giiyjiini tasiri astynda hereket edyéin bolsun. O-
giniglikde erkin saylanyp alnan nokat.

=g

<¥Y

X 28.3-nji surat
— M nokada O nokatdan gecirilen radius-wektor;
o(F)-F giiyjiiii O nokada gora momenti;
—M nokadyii hereket mukdarynyii O nokada géra momenti, I, =my(mo);
— nokadyn hereket mukdarynyn O nokada goré egni.
Statikadan belli bolsy yaly, m, (IE) wektoryn Ox, Oy, Oz oklara bolan

proyeksiyalary, mg,, Mg, , Mg, ululyklar degislilikde F giyjiit bu oklara gord

momentlerine den. Seyle-de, rﬁo(lf), I} wektorlary wektorlayyn kopeltmek hasyl
hokmiinde anladyp bolyar, yagny

oS3

F)=FxF, (28.8)
lo=Fxmo . (28.9)
T()— wektoryn hem Ox, Oy, Oz oklara bolan proyeksiyalary degislilikde mo wektoryn

bu oklara gord momentlerine den:
IOx = mx(mD)’ IOy = my(ml_j)’ IOz = mz(mD)

(28.9) denligi differensirlalin:

l3l
o
g

%:d—rxm5+FxM:Dxm6+Fxmd—U:[Dxmz}:()]:6+f><ma’:
dt dt dt dt
=|ma=E]=rxF
Diymek, (28.8) denligiii esasynda
I -
%:mo(lz) (28.10)

deiiligi alarys. Alnan (28.10) deiiligi teorema hokmiinde tassyklalyn:

Nokadyn hereket mukdarynyin momenti hakyndaky teorema. Material nokadyn
hereket mukdarynyn gozganmayan merkeze gérd momentinin wagt boyunga Oniimi
nokada tasir edyan giiyjiiii sol merkeze gord momentine den.
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(28.10) defiligi Ox okuna proyektirlilii: {%} = [y (E)],
X

“Matematiki derfiew” kursundan belli bolsy yaly, wektoryii 6niiminin kabir oka
proyeksiyasy, bu wektoryil su oka proyeksiyasynyn oniimine dent. Onda yokardaky

denlikden % lox =M, (If) ya-da, % m (m&)=m, (If) denligi alarys. Nokadyi hereket

mukdarynyn x oka géra momentini |, bilen belgilép, soniky delikden alarys:
da
dt

Alnan  denilik  hereket mukdarynynn iiytgemegi hakyndaky teoremanyi

koordinatalayyn gorniisini gorkezyar: Material nokadyn hereket mukdarynyn

kébir oka gori momentiniin wagt boyunc¢a oniimi nokada tésir edyéin giiyjiin bu

oka gora momentine den. Elbetde, (28.11) denlik Oy, Oz oklar boyunca hem yerine

d -

y a IZ = mz (F )

Subut edilen teoremadan gelip ¢ykyan netije:

Goy, nokadyn hereketinin dowamynda nokada tdsir edyan giiyjin z oka goré

1, =m,(F) (28.11)

yetmeli, %Iy —m,(F)

momenti nola den bolsun, yagny mz(lf):o. Onda, %b =0. Bu yerden I, =const.

Diymek, nokada tdsir edydn giiyjiin kdbir oka gord momenti nokadyn hereketinin
dowamynda nola den bolsa, onda nokadyn hereket mukdarynyn bu oka gérd momenti
uytgemeyar.

Bir mysala seredelin.

Mysal. Stynmeyan yipe birikdirilen massasy m bolan sarjagaz yylmanak tekizlikde
hereket edyar. Yiipiin ikinji ujuny tekizlikde edilen desikden gecirip, v = const tizlik
bilen cekyirler. Baglangy¢ pursatda sarjagaz bilen desigiii arasy R, sarjagazyn
baslangyc¢ tizliginiii yiipe perpendikulyar ugra proyeksiyasy v,. Sarjagazyn hereket
denilemesini we ylipiin dartys giiyjiini kesgitlemeli.

Coziilisi.

Z@O

28.4-nji surat
O-tekizlikde edilen desik; Z—O nokatdan gegyan, nokadyn hereket edydn tekizligine
perpendikulyar ok; r — polyar radius; ¢— polyar burg.
Nokadyn hereketini polyar koordinatalarda 6wrenelin. Médlim bolsy yaly, v, =T .

Onda r =-v; ya-da, %:—u. Bu yerden
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dr=-ovdt jds:—ujdr , Fr—R=-u-t

Diymek, r=R-v-t.

Nokat yipiti T dartys giiyjiinii tisiri astynda hereket edyir. Uns bersek,
hereketin dowamynda m, (f):O. Diymek, sarjagazyn hereket mukdarynyn z oka
gord momenti Uytgemeydr, |, =const. t=0 pursatda, |, =muv,-R; Su wagt
pursatynda |, =mu,, -r =mrg-r=mg-r®. Onda mg-r? =muy, - R. Bu yerden:

. Uy-R Uy -R d U, - R v, 'R
p=—"r=—— = __ % > = dp=—2—_dt
r* (R-o-t) dt (R-ov-t) (R-v-t)
Degisli ¢éklerde integrirléilifl'
v, -t
dy =uv,-R = p=—2
I V=0, I . T)z 0=
Seylelik, bilen sarjagazyn hereket denlemeSInI.
r=R-—ut
_ Yt
4 R—ut

gornlisde alarys.
Sarjagazyn tizlenmesinin &, radial duzdjisi yup boyunca ugrukdyrylan, ululygy
g -R?
(R—U-t)3 '
Dinamikanyn 2-nji kanunyny radial ugur boyunca ulanyp, viiptn dartys
guyjuni kesgitlaris:

a, =f—¢°r=

mug -R®

T=ma =
(R—ut)3

r =

28.4. Nokadyn merkezi giiyjiin tasiri astyndaky hereketi. Meydanlar kanuny.
Merkezi giiyjin, yagny tisir ¢yzygy hemise gozganmayan nokatdan gecyéin giiyjiin
tasirinde material nokadyn hereketinini ayratynlygyny éwrenelini.

Bu gorniisli giiyclere asman mehanikasynyii meselelerinde gabat gelip bolar (Giiniin
dartys giiyjiinifi tisirinde planetalaryi hereketi; emeli hemranyfi Yeriii dartysynyi
tasirinde hereketi). Elektronlaryn hereketi owrenilende hem seyle giiygler viize
cykyar.

Merkezi F giiyjiifi tisiri astynda hereket edyin M nokada seredelifi. Goy, F
gliyjln tésir ¢yzygy gozganmayan O nokatdan gegyan bolsun. Onda, m, (F) 0.

Diymek, (28.10) formuladan % 0 vya-da I0 = const

Wektorlayyn kopeltmek hasylynyni hisiyeti boyunca F rxmo wektor r we mo

wektorlary saklayan tekizlige perpendikulyar. Onda I0 wektoryn iiytgemeyandigi
sebapli I we v wektorlar nokadyn hereketinin dowamynda bir tekizlikde yatyarlar.
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28.5-nji surat
d — mo wektoryn O nokada gord egni. Material nokadyn hereket mukdarynyn O
nokada gord momentiniii ululygy |, =mo-d =const. Nokadyn massasy hemiselik

ululyk. Onda v-d =const, yagny nokada merkezi guyc tésir edende v-d ululyk
Uytgemeyér. Bu alnan netija seyle geometrik many berip bolar. Goy, dt ujypsyz
wagtynt dowamynda material nokat M nokatdan M’ nokada ornuny tytgeden bolsun.
MM 'duganyn uzynlygy o-dt ululyga den. dt wagtyn dowamynda OM radius
wektoryn geometrik orny kabir sektory (28.5-nji suratda strihlenen) ¢yzar. dt wagtyn
ujypsyzlygy sebépli, MOM' sektory Ugburcluk hokmiinde kabul edip bolyar. Bu
sektoryn meydany
ds:lMM'-d:lu-ddt
2 2
Bu yerden alarys:
ds

9s _ 1, d=const (28.12)
dt 2

% ululyk OM radius wektorynn ¢yzyan meydanynyn wagt boyunga {iytgeysini

kesgitleyan ululyk bolup, material nokadyn sektorlayyn tizligi diylip atlandyrylyar.
Yokarda aydylanlardan seyle netije gelip ¢ykyar:

Merkezi giiyjin tdsiri astynda hereket edyan material nokat tekiz egrigcyzyk
boyunca hemiselik sektorlayyn tizlik bilen hereket edyar; bu nokadyn radius-wektory
dent wagt aralyklarda den meydanly sektorlary ¢yzyar.

Bu kanun I.Kepler (1571-1630) tarapyndan agylyar we meydanlar kanuny
diylip atlandyrylyar.

logann Kepler (1571-1630)
Beyik nemes astronomy we matematigi. Onun astronomiyada, matematikada,
fizikada bitiren isleri sanardan kop. Hazirkizaman refraktorlarynda ulanylyan
optiki sistemany oylap tapyar. Matematikanyn differensial, integral we
wariasion hasaplamalary yaly boliimlerinde enceme isler ona degislidir.
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§29. Mehaniki is. Kuwwat. Material nokadyn kinetik energiyasy.

Gilyjiin mehaniki isi.

Dertisiredijinin mehaniki isi hakynda teorema.

Mayysgaklyk giiyjiinin isi.

Agyrlyk giiyjiinin isi.

Giiyjiin kuwwaty.

Aylanyan jisime goylan giiyjiin isi we kuwwaty.

Material nokadyn Kinetik energiyasy. Material nokadyn Kkinetik
energiyasynyn iiytgemegi hakyndaky teorema.

NoakowdE

29.1. Giiyjiin mehaniki isi.

Mehanikanyni diirli soraglarynda skalyar ululyk bolan giiyjiin mehaniki isi
wajyp orun tutyar.

Bu ululyk giiyjiin goylan nokadynyn hereketine bolan tésirinin effektiwligini
hésiyetlendirydr. Giiyjiin mehaniki iginin kesgitlemesini getirmezden on giiyjin
elementar is1 diisiinjesini girizelin.

Goy, M nokat F giyjin tisirinde hereket edyin bolsun. Nokadyn tiikeniksiz
Kici dr elementar oruniiytgemesini alalyn.

29.1-nji surat

Kesgitleme. Nokada tésir edydn giiyjiin nokadyn elementar oruniiytgetmesine skalyar
kdpeltmek hasylyna giiyjiin elementar mehaniki isi diyilyar.
Elementar mehaniki isi dA bilen belgilap alarys:
dA=(F, dr) (29.1)
Bu yerde dr-nokadyn elementar oruniiytgemesinin wektory. Basgaca aydylanda,
d r —gozganmayan O nokatdan gegirilen I radius wektoryn differensialy.
Skalyar kopeltmek hasylynyn kesgitlemesinden

dA=F |d r\-co{lf,d r] (29.2)
denligi alarys. MM’ duganyn uzynlygyny ds bilen belgilalin. “Matematiki dernew”

kursundan belli bolsy vyaly, Ilm ;7—1 yagny ds=~|dF|. |[dF| ululyk nola
ymtylanda dr wektoryn ugry nokadyn tizliginin ugruna tiikkeniksiz yakynlagyar.
Sebabi M’ nokat M nokada tlikeniksiz yakynlasanda MM' goéni ¢cyzyk M nokatda
gecirilen galtagsma goni ¢yzygyna owrilyar.

Yokarda aydylanlary goz 6tiiinde tutup, (29.2) denligi
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dA=F -ds-co{lf,aj (29.3)

gornlisde yazalyn. Eger tisir edydn giiy¢ bilen tizligin arasyndaky burg yiti bolsa,

onda, dA> 0. Hususy yagdayda, (lf ,Dj =0 bolsa, onda dA=F -ds bolar. Eger, tasir

edyan giiye bilen tizligin arasyndaky bur¢ kiitek bolsa, onda, dA<0. Hususy

yagdayda, (If ,Dj =180° bolsa, onda, dA=-F-ds bolar. Eger (If ,Dj =90°
bolsa,onda dA=0 bolar.

Nokada tasir edyan F giiyji iki diizlija boleli:

IET— trayektoriya galtagsyan boyunca diziijisi; F,—bas normal boyunca diiziijisi.

29.2-nji surat

(29.3) formuladan gorniisi yaly, isi giiyjiin galtasyan boyunca dizijisi IET guyc yerine

yetiryar. Bu diiziijinin ululygy F -COS(If ,Gj ululyga den. Onda (29.3) denlikden

dA=F, -ds (29.4)
formulany alyp bileris ya-da ds=wv-dt denlikden peydalanyp taparys:

dA=F,-vdt (29.5)
Skalyar kopeltmek hasylyny ulanyp, (29.3) deniligi

dA=(F,5)dt (29.6)

gornilisde yazyp bileris.
F giiyjin we 0 tizligin dekart koordinatalary boyungca diiziijilerini géz oiinde

tutup, {IE =(F F,F ) D=(dx dy %ﬂ (29.6)-dan alarys:

ey dt’dt’ dt
dx dy dz
dA:(Fx -E+ F, °E+ F, -a)dt: F-dx+F, -dy+F,-dz
Elementar is tcin yene bir
dA=F, -dx+F, -dy+F,-dz (29.7)

formulany aldyk
Bu yerde dx, dy, dz—giiyjin goylan nokadynyi elementar oruniiytgetmesinif
koordinata oklary boyunca dizijileri.
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Gilyjin M,;M, cakli aralykdaky (29.2-nji surat) mehaniki igini hasaplamak
ucin M;M, egrini elementar ds; (i =1,_n) béleklere bolmeli. Boleklerdéki elementar
isleri jemldp, n — oo predele gegcmeli. Netijede alarys:

M, B

A= [F-coslF,5)ds (29.8)
M
M,

A= [F, dx+F,dy+F,dz . (29.9)
M,

Nokadyn ¢dkli aralykdaky oruniiytgemesinde nokada tdisir edydn giiyjiin
mehaniki igi elementar isden bu aralykda alnan integrala (egri¢yzykly integral) der.

Giliyjiin dlgeg birligi:

[Al=[giyc]x[uzynlyk]=N-m
Tehniki Olceg birlikler sistemasynda kG -m.
SI olceg birlikler sistemasynda isii 6lgeg birligi-dzoul (dZ):
1dZ=IN'm

Bir mysala seredelin.
Mysal. Nokat goni ¢yzyk boyunca x =at? , a=const denlemi layyklykda hereket
edyir. Gursawyii R garsylygy nokadyi tizligine ters ugrukdyrylan, ululygy boyunca
po( u—garsylyk koeffisiyenti) sana den. Nokat dynglyk yagdaydan herekete girip, S
aralyk gecende garsylyk giiyjiinini igini kesgitlemeli.
M, '? v M,

AN
L
— _/ X

29.3-nji surat
Coziilisi. Isi tapmak ti¢in (29.9) formuladan peydalanalyn:
Ry=-wxv,R,=0,R, =0,

x=at’= dx=_2atdt.
Nokadyn tizligi, v = X = 2at. Bu ululyklary (29.9) formulada yerine goyalyn

M, M,
A=—[u-2at-2atdt=—4a’y [t* dt
M, M,
Integralyn asagyndaky anlatma wagta bagly funksiya. Wagtyn M,,M, nokatlara
degisli bahalaryny tapalyi:
M,: x=0=at*’=0=1,=0,

s
M,: x:s:>at2:s:>t2:\/:
a

Seylelik bilen, garsylyk gliyjiinin M;M, aralykdaky isi

a

\F t?’JE 4 (sjz
——~a’u .

a
A=-4a’u [t?dt=-4a’u—
iz £ 43 773
Garsylyk giiyji herekete ters ugrukdyrylan. Sol sebépli bu giiyjiin isi otrisatel.
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29.2 Deintisiredijinin mehaniki isi hakynda teorema.
Goy, material nokada F,,F,,...,F, giiycler tisir edyin bolsun. Bu giiy¢lerii
dentisiredijisini R bilen belgililin. Nokadyi M,M, aralykdaky hereketine seredelii.

F, v M,

. n _ 29.4-nji surat
R=>_F defiligi nokadyf tizliginifi ugruna proyektirlip,
i=1

_’/\ n _'/\
Rco{R,Djzfﬁ co{Fi ,DJ (29.10)
i=1

denligi alarys. (29.10) denligi MM, aralykda integrirlesek

M, N n M, N
| Rco{R,Dst:Z [F co{Fi,D]ds

M, i=1m,
denlige geleris. Bu denlikden (29.8) formulanyn esasynda asakdaky formulany
alarys:

A=2 A, (2911)

Bu yerde A,— R giiyjiin isi; Ae —F, giiyjiit isi. Alnan (29.11) formulany teorema
hokmiinde tassyklalym.

Teorema (dentasiredijinin isi hakynda). Birnice giiyclerin dentisiredijisiniii kébir
aralykdaky mehaniki isi, bu giiycleriii sol aralykdaky mehaniki islerininn algebraik
jemine de.

29.3. Mayysgaklyk giiyjiinin isi.
Bellik: Beyanymyzyn dowamynda giiyjiin mehaniki isi adalgasynyi ornuna “giiyjiin
isi” adalgasy ulanyljakdyr.

Gukun kanuny boyunca siliyndirilydn pruzininn mayysgaklyk giiyji siiynméa goni
proporsional. Siynmani x bilen belgilesek, onda mayysgaklyk giiyji F = C-‘X‘ ululyga
den.

Bu vyerde, c-berlen pruzinin gatylyk koeffisiyenti diylip atlandyrylyan
proporsionallyk koeffisiyenti (bu ululyk pruzinin materialyna bagly).

Goy, pruzin h uzynlyga siiyndirilen bolsun. Koordinatalar baslangyjyny
stiiynmedik yagdayynda pruzinin ujunda (M nokat) alyp, x okuny M nokadyn hereket
ugry boyunca ugrukdyralyn.

159



VT

29.5-nji surat
F— giiyjiini diizijjileri, F, =—c-x, F, =0, F,=0. Onda (29.9) formulany ulanyp
alarys:

h X2
A:j(—c-x)dx:—c7 =—— (29.12)
0

Bellik. (29.12) formula dine bir pruzin i¢in dédl-de , umuman mayysgaklyk giiyji
bilen deformasiyanyn arasynda ¢yzykly baglanysyk bolanda hem dogrudyr.

29.4. Agyrlyk giiyjiinin isi.
Goy, m massaly material nokat agyrlyk meydanynda hereket edyan bolsun.
Nokada tésir edyian agyrlyk giiyjiinin M;M, aralykdaky isini hasaplalyn. M,,M,

nokatlaryi koordinatalary degislilikde (x.,¥;,2), (X,,Y,,2,) bolsun. P—agyrlyk

guyji. 24
— T \Mi(%. ;.2
i Mo ¥z 2)
y)
X 29.6-njy surat

Agyrlyk giiyjinin dizijileri P, =0,P, =0,P, =—mg. (29.9) formulada bu duzdjileri
yerine goyalyn:

M, Z;

[P, dx+P, dy+P,dz= [(—mg)dz=— mgz\;2 =mg(z,-2z,)  (29.13)

M, La|
Nokadyn wertikal boyunga oruniiytgemesini, yagny baslangyc z; we soiky z,
applikatalarynyn tapawudyny h bilen belgilép, (29.13) denlikden alarys:

A=mgh (29.14)

Diymek, agyriyk giiyjiinin isi trayektoriyanyn gérniisine bagly bolman, agyriyk
gliyjiinin nokadyn wertikal boyunc¢a oruntiytgemesine kopeltmek hasylyna den.
Eger h=12z,—2, >0 bolsa, onda A>0; eger h=2 -2, <0 bolsa, onda A<O; eger

h=2z —2,=0 bolsa, onda A=0. Bu u¢ yagdayy shemalayyn gorkezelin:
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O
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29.7-nji surat
29.5. Giiyjiin kuwwaty.

Glyjin is edisinin tizligini hisiyetlendirydn kuwwat diisiinjesini girizelin.
Kesgitleme. Giiyjiin isinin wagt birliginde {iytgemegini hdsiyetlendirydn odlgege
giiyjiin kuwwaty diyilyar:

N = dA (29.15)

dt
bu yerde N —giiyjiin kuwwaty; dA—giiyjin dt wagtyn dowamyndaky elementar isi.
Elementar igin ululygyny (29.15) formulada yerine goyup,

Fco{lf,z}}ds X

N = =Fcos F,0|-v,
dt

N=F v (29.16)

T

netijéni alarys
Berlen pursatda giliyjin kuwwaty, onuil galtasma diizijisinin goylan
nokadynyn tizligine kopeltmek hasylyna den.
Kuwwatyn 6lgeg birligi—watt (Wt):
=1 N
sek

Bu o6lceg birliginint kigidigi sebépli tehniki soraglarda kilowatt (kWt), megawatt
(mWh), at glyji (a.g.) yaly ululyklar ulanylyar.

1kwt =10°Wt ,

ImWt=10°Wt ,
kG-m

sek

Bellik. Kuwwatyn 0l¢eg birligi hokmiinde ulanylyan “at giiyji” adalgasy taryhy galan
sowsuz adalga. Kuwwatyn 0lceg birligi guyc Olceg birligi dal.
Bir mysala seredelin.

la.g.=75 =T736Wt .
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Mysal. Bir silindrli bug masynynyn porsenine edilyan ortaga basys p:4k—GZ.
sm

Porsenin ortaga tizligi 022%' Magynyfi peydaly kuwwaty N, =675a.g9.,
Se

masynyn peydaly tédsir koeffisiyenti h =0,9. Porsenin diametrini kesgitlemeli.

Coziilisi. Masynyn ulanyan kuwwaty

N, 675a0.
h 09

Bug basysy porsenin hereketinint ugry boyuncga tésir edyar. Onda, (29.16) formuladan
alarys: N =P-v. Bu yerde P — bugun itekleyji giiyji.

N =

=75a.g.

N 75ag, 5 75KG m
Diymek, P=—= = = sek _ 2812 5kG . Basga tarapdan, P =p-s(s-
v 2£ Zﬂ
sek sek

porsenin istiinin meydany). Bu yerden s = P ya-da

2
7d°_ P g— | 4P Ca0sm
4 p TP

29.6. Aylanyan jisime goylan giiyjiin isi we kuwwaty.
Goy, gozganmayan z okun dasyndan aylanyan jisimin M nokadyna F glyc
tésir edyan bolsun.

_s
29.8-nji surat
M nokat aylanma okuna perpendikulyar o tekizlikde yatyan, merkezi (O,) z
okda bolan tdwerek boyunca hereket edyar. F giiyji iki diiziija bolelin: F, -«
tekizlikde yatyar, F, —z oka parallel.
Deiitdsiredijinifi isi hakyndaky teorema boyunga F giiyjiii elementar isi If1 If2
giiyclerin elementar isleriniii jemine denl. Emma IE2 giiyc nokadyn trayektoriyasyna

perpendikulyar. Diymek, bu giiyjiiit isi nola defi. Seylelik bilen, F giiyjii elementar
151
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dA= Fl-co{lfl,ﬁj-ds ,

ds-nokadyn oruniiytgemesi. M nokadyn hereket edyén téwereginin radiusyny r bilen
belgilalin.

29.9-njy surat
h—0, nokatdan F, giiyjiiii tdsir ¢yzygyna inderilen perpendikulyar O,K kesimiii

uzynlygy.
Jisimin ¢ aylanma burcuna d¢ artdyrma berelin. Onda nokadyn

oruniiytgetmesi ds=r-de we F giiyjiii elementar isi

dA:Fl-co{lfl,Dj-rdgo

bolar. (Ifl ,Dj = KO,M bolyandygyny goz ohiinde tutup, F giiyjiifi elementar isini

dA=F,-hdp gomiisde Vazalyn. Onda F,-h ululygyn F giyjin z oka gord
momentine defidigini belldp alarys:

dA=m,(F)-de (29.17)
mz(lf) ululygy F giyjuti aylandyryjy momenti diyip atlandyralyn we m,, bilen
belgildliit. Onda (29.17) formula

dA=m,, -do (29.18)
gornlise geler.

Jisim kabir ¢ burca aylananda F giiyjiiti isi (elementar islerifi jemi)

9
A=[m,, dy (29.19)
0
formula bilen kesgitlenyar. Eger m,,, =const bolsa, onda:
A=My @ . (29.20)
Aylanyan jisime tisir edyidn gliyjiin kuwwatyny kesgitldlin. (29.15) formulada
m,, -d
(29.18) anlatmany goyup, N :(:i_? = ay(ljt i derligi alarys. Emma C;_(to =0 ; w-
jisimin burg tizligi. Diymek,
N=m,, @ (29.21)

Aylanyan jisime tdsir edydn giiyjin kuwwaty giiyjiin aylandyryjy momentinin
Jjisimin burg tizligine kopeltmek hasylyna den.
Bir mysala seredelin
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Mysal. Herekete getiriji “A” skiw “B” skiwi herekete getiryar. Kemerin c¢ekiji
boleginin dartys giiyji T =200kG, ¢ekilydn boleginin dartys guyji t=120kG. “A”
skiwinn radiusy r=30sm. “A” skiw minutda 120 aylaw edyir. “A” skiw 10 aylaw
edende dartys giiyclerinit umumy edyén igini kesgitlemeli. Seyle-de, kemerint beryan
kuwwatyny tapmaly.

Coziilisi.

t

>

29.10-njy surat
“A” skiwe goylan giiyclerii umumy momenti:
My =T -r—t-r=(T —t)-r =80kG-30sm =24kGm
10 aylawda “A” skiwin aylanma burcy ¢ =10-27=62,8rad. (29.20) formuladan
edilen isi kesgitlalin:
A=m,, -¢=24kGm-62,8=1507kGm

Kemerin gecirydan kuwwaty:

N =m,, -o=24kGm 12,56 =24.1256 CM _ 241256
sek sek 75

~4a.9.=4-736 wt =2944Wt .

~
.~

29.7. Material nokadyn kinetik energiyasy. Material nokadyn kinetik
energiyasynyn iiytgemegi hakyndaky teorema.
Mehanikanyn wajyp diisiinjeleriniii biri bolan kinetik energiya diisiinjesi bilen
tanysalyn.
Goy, m massaly M nokat F giiyjiini tésiri astynda kébir trayektoriya boyunca
M, nokatdan M, nokada hereket edyéan bolsun.

29.11-nji surat

Dinamikanyn 2-nji kanunyna layyklykda m-d=F . Bu deiiligin iki bolegini hem M
nokady tizliginiii (5) ugruna proyektirlesek,

m-a-co{a’,z}):F-co{ﬁ,D}

denligi alarys. Alnan denligin iki bolegini hem nokadyn elementar oruniiytgetmesine,
yagny ds-e kopeldelin:
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m-a-co{é?z})ds= F -co{lf,z}jds (29.22)

Emma (29.22) denligin ¢ep bolegindéki a-co{a’,ﬁj ululyk nokadyn a_ galtagsma
(tangensial) tizlenmesine den, sag bolegindéki anlatma bolsa, giiyjiin elementar isi.

Diymek, m-a ds=dA ya-da aT:(jj—lt) denligi gbz oOniinde tutup, m%-dS:dA

denligi alarys. Belli bolsy yaly, % =v. Diymek, movdv =dA ya-da

2
md[U—J:dA
2

d(m"zj — dA (29.23)

2

Indi material nokadyn kinetik energiyasy diislinjesini getirelifi.
Kesgitleme. Hercket edydn material nokadyn kinetik energiyasy vya-da ‘janly
guiyji” diyip material nokadyn massasynyil nokadyn tizliginin kwadratynyn yarysyna
kopeltmek hasylyna aydylyar:

mo?

T=

(29.24)

T-material nokadyn kinetik energiyasy. Kinetik energiyanynn oOlceg birligi

2
[T]=kg (seﬂkj = kg rsne;? = N -m. Tehniki 6lceg birlikler sistemasynda, kG -m.
Subut edilen (29.23) formulany teorema htkmiinde tassyklalyn:
Material nokadyn Kinetik energiyasynyn iiytgemegi hakyndaky teorema
(differensial gorniisi).

Material nokadyn kinetik energiyasynyn differensialy nokada tésir edyin
gliyjiin elementar isine den.
(29.23) denligi MM, egri boyunca integrirlap alarys:

2 2
Mo2 M _ A (29.25)
2 2

Bu yerde v, v, material nokadyn degislilikde M,,M, nokatlardaky tizligi, A-
nokada tisir edyan giiyjin M,M, aralykdaky isi.
(29.25) denligi teorema hokmiinde tassyklalyn.
Material nokadyt kinetik energiyasynyii iiytgemegi hakyndaky teorema.

Material nokadyn kinetik energiyasynyi kébir aralykda {iytgemegi nokada tésir
edydn giiyjiin bu aralykdaky isine den.
Teoremanyn ulanylysynyn bir mysalyna seredelin.
Mysal. Jisim uly H beyiklikden Yere baslangyg tizliksiz (v, =0) gagyar. Yere diisen
pursatynda jisimin tizligini tapmaly. Howanyn garsylyk giiyjiini goz oniinde tutmaly
dal.
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Céziilisi. Koordinatalar baslangyjyny (O) Yerii ytizinde alyp, oky wertikal yokary
ugrukdyralyn. Uly beyikliklerde Yeriti dartys giiyji Yeriii merkezinden jisime ¢enli

uzaklygyn kwadratyna ters proporsional: F :k—rzn. Bu yerde m-jisimiii massasy, r-

[
Yeriti merkezinden jisime cenli uzaklyk, k-proporsionallyk koeffisiyenti.

<v

_________
- =<

29.12-nji surat
R—Yerifi radiusy. F Yeriii dartys giiyji, bu giiyc z ok boyunca ugrukdyrylan,

km
F,=0,F,=0,F,=——
S (R+2f

Yerin yiiziinde dartys giiyji mg deit. Onda l;—”; =mg. Bu yerden k = gR?.
Dartys giiyjlnin igini hasaplamak ii¢in (29.9) formuladan peydalanalyn:

0
A:I_ km dz km

° _km(l 1 j_ kmH  gR’mH _ gRmH
L (R+z) R+1z|,

R R+H) R(R+H) RR+H) (R+H)

Jisimifi Yere diisen pursatynda tizligini v bilen belgililif. (29.25) formuladan
peydalanalyn:

2
mo” _,_ gRmH

2 R+H
, 20RH oy et e e e gy y , )
Bu yerden o= ReH Alnan deiilikde kokiin i¢cinddki drobun maydalawjysyny
+
we sanawjysyny R-e bolip, v = H afilatmany alarys. Eger H ululyk Yerii
1+ —
R

radiusy bilen denesdirilende ujypsyz bolsa (% << 1), onda yokardaky afilatmadan

Galileyin v=,/2gH formulasyny alarys.
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§30. Potensial gliyc meydany.

1. Gly¢ meydany. Potensial gilyc meydany.
2. Potensial energiya.
3. Energiyanyn saklanmak kanuny.

30.1. Guyc¢ meydany. Potensial glilyc meydany.

Goy, ginigligin kébir boleginin (¢dkli ya-da c¢éaksiz) islendik nokadynda
yerlesydn material nokada difie nokadyn koordinatalaryna bagly giiy¢ tisir edyéin
bolsun. Ginisligini bu bélegine gly¢c meydany, tasir edyan giyje bolsa meydan guyji
diyilyar.

F meydan giyjiinii  dekart oklary boyunca diizijjileri, yagny Ry R
ululyklar nokadyn koordinatalaryna bagly iizniliksiz funksiyalar bolup duryarlar,
Fo=F(x.y,2), F,=F(x,y,z), F,=F,(x,y,z). Goy, U(x,y,z) koordinatalar
funksiyasy tapylyp, bu funksiyanyn hususy oniimleri degislilikde meydan giiyjiinin
diiziijilerine den bolsun, yagny

W_p W

OX oy 0z
bolsun. Seyle yagdayda giiyc meydanyna potensial meydan, U(x,y,z) funksiya
bolsa glyc funksiyasy diyilyar. Giiy¢c funksiyasy hemiselik takyklygy bilen
kesgitlenydr. Meydan giiyjlinin giiy¢ funksiyasynyn gradiyenti bolyandygyny bellap
gecelin:

(30.1)

F=grad(U) (30.2)
Giliye funksiyasynyn fiziki manysyny anyklamak U(¢in meydan giiyjiinin
elementar isinin anlatmasyny ulanalyn:
dA=Fdx+Fdy+F,dz= ol dx+ U dy + U dz=dU ,
OX oy 0oz
yagny meydan giiyjlinin elementar isi giiy¢ funksiyasynyn doly differensialyna den,
yagny

dA=dU (30.3)
Diymek, material nokat potensial meydanda M, nokatdan M nokada gegende
meydan giiyjiinin isi
M
A= [dU=U-U, (30.4)
Mo
formula bilen kesgitlenydr. Bu yerde, U =U(M), U, =U(M,). Eger U birbahaly

funksiya bolsa, (30.4) formuladan material nokadyn yapyk trayektoriyasy boyunca
meydan giiyjiinin isinin nola dendigi gelip ¢ykyar.
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30.1-nji surat
Mysal hokmiinde kdbir giiy¢ meydanlary iicin giiy¢ funksiyasyny kesgitlalin.
1) Agyrlyk meydany.
Z okuny wertikal yokary ugrukdyrsak, P agyrlyk giyjinin dizijileri
P.=0, R, =0, P,=—mg bolar.

Z A

e
Ol
I
3
«Q

<v

X 30.2-nji surat

Onda dU =P dx+ P,dy+P,dz=-mgdz.

Bu yerden integrirlap alarys:
U=-mgz+C , (30.5)

C—hemiselik.
2) Nyuton giiyjiinii meydany.
Goy, material nokat gozganmayan O nokada F =k—T Nyuton glyji bilen cekilyan
r

bolsun; bu yerde r-material nokada O nokatdan gecirilen radius-wektoryn uzynlygy;

k-proporsionallyk koeffisiyenti; m-nokadyn massasy.
ZA

M(x,y,2)

F /7

X
)
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
- —
<V

30.3-nji surat
F giyjin radius-wektora garsylykly ugrukdyrylandygyny goéz ofiinde tutup,

= km_ ... -
F = _r—3r deniligi yazyp bileris.
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Bu yerden koordinatalar baslangyjyny O nokatda alsak, F giiyjiiit koordinata oklary
boyunca diiziijileri seyle anladylar:

Fx:_kr_TX ) Fy:_lj__Ty ] Fz:_l:__TZ J (306)
(x, y, z)-material nokadyf koordinatalary. Onda,
km km [ X% +y?+7°
dU = Fdx+F,dy+F,dz= —F(de+ ydy + zdz) = —FdKf =
km [ r? km km
=——d| — |=——=rdr=——-dr.
r? [ 2 ) re r?
Bu yerden integrirlap
U= k—T+c (30.7)

anlatmany alarys.
Giiye funksiyasynyin hemiselik bahasyny saklayan, yagny
U(x,y,z)=const (30.8)
denligi kanagatlandyryan nokatlar kopligi Gst bolup duryar. Bu Uste dereje Usti ya-da

\4

@)
x Y
30.4-nji surat
(30.5) denlikde U =const goysak, agyrlyk meydanynda ekwipotensial iistlerin
z=const gorizontal tekizlikler bolyandygyny goreris. (30.7) denlikde U =const
goysak, Nyuton giiyjiinin meydanynda ekwipotensial istlerii, merkezleri
koordinatalar baslangyjynda bolan r =const konsentrik sferalardygyny goreris.

30.2. Potensial energiya.

Potensial giyc meydanynda hereket edyan M material nokada seredelin.
(X, y,2)-bu nokadyn koordinatalary. M,(X,,Y,,Z,)-meydanda erkin saylanyp alnan
gozganmayan “nol” nokat.

Belgilemeler girizelin:U(M)=U, U(M,)=U,. Potensial energiya diisunjesini
girizelin.
Kesgitleme. Material nokat M(x,y,z) nokatdan M(x,,Y,,2,) nokada gecende
meydan giiyjiinin isine M nokatdaky potensial energiya diyilydr. Basgaca aydylanda,
potensial energiya nokatdaky energiyanyn “dtiyaglyk mukdaryny” gorkezyar.
Potensial energiyany IT bilen belgilesek, (30.4) formuladan
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[m=u,-uU (30.9)
denligi alarys. Elbetde, “nol” nokatda potensial energiya nola den. “nol” nokat
hokmiinde U =const deiileme bilen berilydn dereje iistiinin islendik nokadyny alyp
bolyar. U, ululygyn hemiselikdigi sebidpli, (30.9) defilemeden

o1 oJU dlI_ ou a1_ oJ

= : = : =— (30.10)
OX oX oy oy oz 0z
detiligi alarys. (30.1) denilikden (30.10) formulanyn esasynda taparys:
po O o dl (30.11)

T x Y eyt a

30.3. Energiyanyn saklanmak kanuny.

Goy, M, we M, nokatlar potensial meydanda hereket edyidn nokadyn diirli
orunlary bolsun. U,,U,-guyc funksiyasynyn degislilikde M, ,M, nokatlardaky
bahasy. Nokadyn Kinetik energiyasynyn denlemesini ulanalyn:

mo, mof _ A
2 2

Isin gliyc funksiyanyn bahalarynyn tapawudyna denidigi sebépli,
2 2
mo mo.

2 2
(30.9) formulanyn esasynda: I1, =U,-U, , I1,=U,-U,. Bu yerde II,,II,-
degislilikde =~ M,;,M, nokatlardaky potensial energiya. Bu denliklerden
U,=U,-TI1, , U, =U,—TII, denlikleri alarys. Bu ululyklary kinetik energiyanyn
denlemesinde goyup alarys:

2 2
mo, Moy -1,
2 2
ya-da
mo? mo?Z
21 +I1, =—%+11, ,
yagny
2
mo + IT = const (30.12)

Seylelik bilen, material nokat potensial meydanda hereket edende, onun kinetik
we potensial energiyalarynyi jemi Uytgemeyar.

Alnan netije mehaniki energiyanyn saklanmak kanuny bolup, energiyanyn
saklanmagy baradaky fiziki kanunyn hususy gorniisidir.
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§31. Erkin dil material nokadyn hereketinin differensial defilemeleri.

1. Erkin dil material nokadyn hereketinin differensial defilemesinin Lagranz
formasy.

2. Erkin dil material nokadyn hereketinin differensial denlemesinin Eyler
formasy.

31.1. Erkin dil material nokadyn hereketinin differensial
denllemesinin Lagranz formasy.

Eger material nokadyn hereketi baglanysyk bilen c¢aklenen bolsa, onda bu
nokada erkin dal material nokat diyilyar.

Goy, M material nokat f(x,y,z)=0 defileme bilen berlen iist boyunga F
giiyjiin tisiri astynda hereket edydn bolsun. Bu nokadyn hereketi 6wrenilende tistiin
reaksiyasy g6z oniinde tutulmaly. Berlen {ist yylmanak bolan yagdayynda iistiin
reaksiyasy bu istin normaly boyunca ugrukdyrylan. Reaksiya giyjuni N bilen
belgildp, dinamikanyni 2-nji kanunynyn esasynda alarys:

ma=F+N (31.1)

Z)\

)

/ y
X 31.1-nji surat

(31.1) wektor denligi koordinata oklaryna proyektirldp, nokadyn hereketinin
deiilemesini

2
m¥: F +N,
d?y
mFZ Fy + Ny (312)
d?z
mF: FZ NZ

denlemeler sistemasy gorniisinde alarys.

Bu deiliklerit sag béleginddki birinji gosulyjylar F giiyjiiii dekart oklary
boyunca dizdjileri, ikinji gosulyjylar reaksiya giiyjiinin dekart oklary boyunga
duzajileridir.

NX=NCO{N,TJ , Nycho{N,T] , szNco{N,Ej.
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Differensial denlemeler kursundan belli bolsy yaly, f (X, Y, Z) =0 deiileme
bilen berilyan Gstiin normalynyn ugrukdyryjy kosinuslary seyle tapylyar:
of

of o of
cog N,i |=9% | cos N, j =Q, Nk az,
Af Af Af

, oFN (af) (of
bu yerde Af=_[| —| +| —| + —f funksiyanyn | differensial parametri
OX oy a

diyip atlandyrylyan ululyk.
Ugrukdyryjy kosinuslary hereketinl differensial defilemesinde goyup,

md_2><_F N of
dt? Af ox
2
miY_ g N (31.3)
dt Af oy
2
md_zz F 4 N af
dt A oz

sistemany alarys. AN_f gatnasygy A bilen belgilap, (31.3) sistemany

2
d—2: FX +lﬂ
dt OX
2
md—tzy=|:y+/1% (31.4)
d_zz_ F +lq
2 o

gornlise getirelin.
Bu defllemeler sistemasyna erkin dél nokadyn hereketinin Lagranz formadaky

------

Baglanysygyn f(X Y, Z) 0 denilemesini ulanyp, (31.4) sistemadan X,Yy,z we
A ululyklaryn wagta gord iiytgeysini tapyp bolyar. Seylelikde, nokadyn hereketi
kesgitlenyar, N = A-Af denlikden iistiin reaksiyasy kesgitlenyar.

31.2. Erkin dil material nokadyn hereketinin differensial
derfilemesiniii Eyler formasy.

Nokadyi tekizlikddki hereketine seredelifi. Goy, nokat f(x,y)=0 defleme
bilen berlen tekiz egrinin Gistinde F glyjin tésiri astynda hereket edyan bolsun.
Meselem, sarjagazyn egri turbajyk boyunca hereketi. Nokadyn tekizlikdédki hereketi
owrenilende ma=F + N defleméni tebigy koordinata oklaryna proyektirlemek
amatly bolyar. Bu yerde N -egrinifi reaksiyasy, egrinifi iisti yylmanak bolanda N
giiyc egrini normaly boyunca ugrukdyrylan.
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31.2-nji surat

s-duga koordinatasy; O-duga koordinatasynyn baslangyjy.
md = F + N defleméni tebigy koordinata oklaryna proyektirlip,
d*s mo?
m—:-=F_ ,
| SR,
denilemeleri alarys; p-trayektoriyanyn nokatdaky egrilik radiusy.

(31.5) denlemelerin birinjisini integrirlemek bilen nokadyn tizligi kesgitlenyar.
Tapylan tizligi ikinji denlemede goyup, N reaksiya giiyjiiniii ululygy tapylyar.

(31.5) denlemelere nokadyn hereket denlemesinin Eyler formasy diyilyér.
Bellik. Eger nokadyn hereket edyan {isti ya-da egrisi yylmanak dé&l bolsa, onda
hereket denlemeleri diiziilende sdrtilme guyjuni hem g6z o6niinde tutmaly. Bu
yagdayda nokadyn hereket defilemesi

ma=F+N+F, (31.6)
gorniisde bolyar, bu yerde F,-siirtiilme giyji.
Kébir mysallara seredip gecelin.
Mysal. Massasy m bolan M nokat agyrlyk giiyjiinin tésiri astynda wertikal tekizlikde
yerlesyan r radiusly towerek gorniisli turbajygyn icinde hereket edyédr. Bu nokadyn

hereketinin differensial defilemesinin Lagranz we Eyler formalaryny yazmaly.
Couziilisi. x,y oklaryny 31.3-nji suratda gorkezilisi yaly alalyn.

=F,+N (31.5)

O

Yv
31.3-nji surat
Agyrlyk P giiyjiinifi dekart oklary boyunga diiziijileri P, =0, P, =mg.

Baglanysygyn denlemesi (r radiusly towerek):
f(x,y)=x>+y*-r?=0.

, of
Bu yerden — =2x =2
y o y

o
oy
Af = \/ (ZX)2 +(2y)2 =2/x* +y? =2r denligitn esasynda hereketiii differensial
denilemesininn Lagranz formasyny seyle gorniisde yazyp bileris:
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2
md—;(:Z/Ix
dt
d?y
mF:mg+2/ly

Baglanysygyn reaksiyasy N =2r- A bolar.
Hereketi owrenilydn nokat iicin hereketin differensial deillemesinii Eyler
formasyny yazalyi. Munuf iigin P giiyji normal we galtasyan ugurlara proyektirlap,
2
S
M——-; =MmQgCosS
a2 gcose .
! *)
mo

r
denlemeleri alarys. Bu yerde s-O,M duganyn uzynlygy. S =r-¢ denligi ulanalyn.

=-mgsing+ N

2 2
Ezrdq) we d S=rOI i
dt dt  dt?  dt?
Diymek, (*) sistema

Onda

(2
d—f = gcos(p
dt r (%)
mo? .
=-mgsing+ N
r

gorniise geler.
Alnan (**) denllemeler 0dwrenilydn hereketin differensial denlemesiniii Eyler

formasy. Bu sistemanyn ikinji denlemesinden:
2

N:mu

+mgsin ¢

Mysal. M material nokat yylmanak bolmadyk yapgyt tekizlikde P agyrlyk giiyjiiniii
tasirinde goniicyzykly hereket edydr. Yapgyt tekizligini yapgytlyk burgy o . Nokat
bilen tekizligin arasyndaky surtilme koeffisiyent f. Nokadyn hereket denlemesini
tapmaly.

Coziilisi. Koordinata oklaryny 31.4-nji suratda gorkezilisi yaly alalyn:

31.4-nji surat
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Bu nokadyi hereket deilemesini, yagny ma =P+ N +F, defilemini x,y oklaryna
proyektirldlin:
X
m-—-=mgsina - F
dt *
: *)
m d%y =N —-mgcosa
dt?
Owrenilydn nokat Ggin y=0. Diymek, (*) sistemanyii ikinji defilemesinden
N =mgcosa bolyandygyny alarys. F, = f -N derligi ulanyp (*) sistemanyn birinji
2

denllemesinden m% =mgsina— f -mgcosa  ya-da (jj—': =g(sina — f cosa)

deiilemini alarys.
Bu detileméni integrirlalini.

v t
do=g(sina - fcosa)dt= [dV =[g(sina - fcosa)dr
Uy 0
v =0, +9(sina— f cosa)t
bu yerden
% =v, +g(sina — f cosa)t = dx = (v, + g(sin a — f cos)t)dt

X t
[ds= (v, +g(sina - f cosa)r)dr
Xo 0

t2
X=X, + 0ot + g(sina — f COSO{)E

Alnan denleme nokadyn yylmanak dal yapgyt tekizlik boyunga hereketinin denlemesi
bolup duryar

832. Material nokat U¢in Dalamberin prinsipi.
Dinamikanynn meselelerinde statikanyn kanunlarynyn ulanylys usulynyn
diybini tutyan Dalamberin prinsipi bilen tanysalyn.
Erkin ddl M material nokadyn hereketine seredelii. F -nokada goylan gy,
N -baglanysygyii reaksiya giyji. N we F giycleri gosup, bu giyclerin
dentasiredijisi R giiyji taparys.

32.1-nji surat
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Dinamikanyi esasy kanunyna layyklykda, R gilyc nokadyi tizlenmesi, & bilen
ugurdas, ululygy boyunca m-a ululyga den. M nokada ululygy boyunca m-a den
bolan, nokadyii tizlenmesine garsylykly ugrukdyrylan F™ giiyc bilen tésir edeliti. Bu
F"=—m-a (32.1)
defilik bilen kesgitlenyar. Elbetde, statikanyii birinji aksiomasyna layyklykda, R we
F™" giiycler defiagramlasyar. Onda R =F + N bolany iicin
F+N+F"=0 (32.2)

denligi alarys. Seylelik bilen, su netija gelindi:

Her wagt pursatynda hereket edyan nokada goylan guyg, reaksiya guyji we
inersiya guyji desiagramlagyarlar.

Yokarda getirilen netij& material nokat G¢in Dalamberirn prinsipi diyilyér.

F" =—m-&a wektor defiligi dekart koordinata oklaryna proyektirldp, inersiya
giiyjiinin bu oklar boyunca diizijjilerini taparys:

- d®x

F'=-m-a, —mF
. d2y

F;n =—m'ay :—mF (323)
- d?z

len :—m'az Z—mW

Suna menzeslikde, sol wektor deiligi tebigy koordinata oklaryna proyektirlép,
inersiya giiyjiinin bu oklar boyunca diizijjilerini alarys:

F"=—m-a, __miv

dt

- UZ
F"=-m-a, =-m— (32.3)

e,

“Inersiya giiyji” adalgasyny diisiindirmek maksady bilen asakdaky mysala
seredelin.

Isci m massaly arabajygy iteklap, arabajyga @ tizlenme beryar. Seylelikde,
arabajyga F=m-a giyg tdsir edydr. Sol bir wagtda iscd m-a den bolan inersion
garsylyk giiyji tisir edydr. Bu garsylyk giiyji inersiya giiyjiidir.

Bellik. Dinamikanyin meselesi islenende inersiya giiyjiini girizsek Dalamberin
prinsipi boyunga denagramlasan giiy¢ler sistemasyny alyarys. Diymek, statikanyn
denlemelerinden peydalanmak bolar. Bu usula kinetostatiki usul diyilyér.

Dalamberin prinsipiniii ulanylysyna degisli birndge mysallara seredelin.

Mysal. m massaly material nokat yapgytlyk burgcy « bolan yylmanak dal yapgyt
tekizlik boyunga agyrlyk giiyjiinin tasirinde gontgyzykly hereket edyar. Bu nokadyn
tizlenmesini tapmaly.

Coziilisi. x,y oklaryny 32.2-nji suratda gorkezilisi yaly alalyn.
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32.2-nji surat

Eger nokada F™ giiyc bilen tasir etsek, onda Dalamberii prinsipi boyunca

F™, P, N, F, giiycler defiagramlasyarlar, yagny
F"+P+N+F =0. *)
(*) wektor denligi x,y oklaryna proyektirlap alarys:
mgsinag—f-N-ma=0,
{N —mgcosa =0.
Ikinji denlemeden alynyan N =mgcosa ululygy birinji denilemede goyup taparys:
mgsina — f -mgcosa—ma=0

Bu detilemeden nokadyn a = g(sin  — f cos ) tizlenmesini alarys.
Mysal. m massaly arabajyk baslangyc tizliksiz (v, =0) h beyiklikden yylmanak

relsler boyunca hereket edip, wertikal tekizlikde yerlesyéan r radiusly toweregin igki
yilzi boyunca hereket edyar. h ululyk ndhili serti kanagatlandyranda seyle hereket
mumkin?
Coziilisi.

=n
1 I:in

32.3-nji surat
Toweregin in yokarky C nokadynda Dalamberin prinsipini ulanalyn.
F" P, N giycler detiagramlasyarlar. Arabajyk toweregii icki yiizi boyunca
hereket edyandigi sebdpli N giiy¢ asak ugrukdyrylan. Wertikal ugur boyunga
F"—-mg-N=0
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. - 2
denligi alarys, bu yerden N=F"—-mg. F" =ma, = m;) denligi ulansak, reaksiya

giiyjinin
2

N =——-mg (*)

r
bolyandygyny taparys.
C nokatda mo? ululygy tapmak iicin kinetik energiyanyn defilemesini diizelif.
ABC yolda agyrlyk giiyjiinifi isinin mg(h—2r) ululyga dendigini ulanyp taparys:

mo?

=mg(h-2r) ,

bu yerden
mo? =2mg(h—2r).

Onda (*) denlemeden reaksiya giiyjiinin N = mg(z—rh —5] bolyandygyny kesgitlaris.

Elbetde, arabajygyn doly toweregi gecmegi licin N > 0 sert yerine yetmeli. Onda

N 20:>2—h—5202>h22,5r
r

Mysal. I¢i suwuklykly silindr gorniisli gap wertikal okun dasynda @ =const burg
tizlikli aylanyar. Suwuklygyi erkin iistiiniii formasyny kesgitlemeli.
Z A
~-=1 0

<y =2

32.4-nji surat
Coziilisi. Suwuklygyn viiziinde suwuklygyn damjasyny material nokat (M)
hokmiinde kabul edelin. Bu nokatdan we aylanma okundan gecyan tekizlik
suwuklygyii Viiziini kdbir AOB egri boyunca keser. M nokada P agyrlyk giyji we
suwuklygyi N reaksiyasy tasir edyar. M nokada Ifnin normal inersiya guyjini
goyalyii (@ = const ; diymek, £ =0, onda F" =0).

mo?  m(ox)

X X
M nokatdan AOB egra | galtasyan goni ¢yzygy gecirelii we F" +P+N =0

denligi bu galtasyana proyektirlalii:
Mw?xcosa —mgsin o =0 (*)

= Maw?X.

Gorstimiz yaly, F" =
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Bu yerde, « -l galtasyan goni ¢yzyk bilen x okunyn arasyndaky burg. (¥*) defilemeden
2
dy

tga = @ 5 anlatmany alarys. tga -ny dx bilen calsyryp we alnan
X

2
dy _o”
dx ¢

2
differensial denlleméni integrirlap, AOB egriniii y = g)— x? defilemesini alarys. Alnan
g

dernileme parabolanyn defilemesi. Diymek, suwuklygyn erkin {isti aylanma paraboloid
bolup duryar.

833. Material nokadyn yrgyldyly hereketi.

1. Material nokadyn garmoniki yrgyldyly hereketi.
2. Togtayan yrgyldylar.
3. Mejbury yrgyldylar.

33.1. Material nokadyn garmoniki yrgyldyly hereketi.

Goy, M material nokat gozganmayan O merkeze cekyan F giiyjiti tésiri
astynda goéniicyzykly hereket edyan bolsun. F giyjiti ululygyny M nokatdan O
merkeze ¢enli uzaklyga goni proporsional diyip alalyn, yagny F =c-OM . Bu yerde
c-proporsionallyk koeffisiyenti, ¢>0. M nokadyn hereket defnlemesini kesgitlalif.
Koordinatalar baslangyjyny O nokatda alyp, nokadyn hereket edyan goni ¢yzygyny x
oky hokmiinde kabul edelin.

O F M

& J

Xy

33.1-nji surat

X—M nokadyn koordinatasy.

F giyjin OM aralyga proporsionaldygyny we O nokada tarap
ugrukdyrylandygyny goz oniinde tutup, dinamikanyn ikinji kanunyndan M nokadyn
hereketinin differensial defilemesini

d?x
mW:—cx (33.1)

gorniisde alarys. Bu denlemiani m-e gysgaldyp, % =k? belgilemani girizip,

2
%+k2x:0 (33.2)
gorniise getirelin. Differensial denlemeler kursundan belli bolsy vyaly, (33.2)
defileminint umumy ¢oziiwi

x = asin(kt + o) (33.3)
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gornlisdedir; a,a—islendik hemiselikler. Alnan denleme garmoniki yrgyldylaryn
denlemesidir. Diymek, merkeze ¢ekyan, ululygy boyunca merkeze cenli uzaklyga goni

proporsional giiyjiin tasirinde material nokat garmoniki yrgyldyly hereket edydr.
(33.3) denlemedéki a ululyga yrgyldylaryi amplitudasy, kt+« argumente

------

Garmoniki yrgyldyly hereket edyan nokadyi tizligi
L= % = ak cos(kt + ) (33.4)

formula bilen kesgitlenyar; o ululygyn alamaty nokadyn hereket ugruny kesgitleyar.

Yrgyldylaryn a amplitudasy we « baslangye fazasy hereketin baslangy¢
sertlerinden tapylyar. Goy, baslangy¢ pursatda (t = O) material nokadyn koordinatasy
Xo, tizligi v, bolsun. (33.3), (33.4) deillemelerde t =0 goyup,

X, =asin a
v, = akK cos «

deilikleri alarys. Bu denliklerden kesgitléris:

2
a= 2+ ige = 0 (33.5)
k Uy

Material nokadyn berlen orna sol bir tizlikli gaydyp gelydn wagt aralygyna
yrgyldynyii doly periody diyilyar.
Doly periody T bilen belgildlin. Sinus funksiyanyn periodynyn 27z dendigi
sebapli taparys:
Kt+T)+a—(kt+a)=27,

buyerden T = 27” ya-da k-nyn yerine \/% — i goyup,

T= 2nﬁ (33.6)
C

denligi alarys. Bu denlikden gorsiimiz yaly, doly period hereketin baslangyg
sertlerine bagly dal.

(33.6) formuladan k:2_|_—7[; diymek, k ululyk nokadyn 27z sekunt wagtyn

dowamynda doly yrgyldylarynyn sanyny gorkezyir. Bu ululyga yrgyldynyn aylaw
yyaylygy diyilyar.

Kabir halatlarda garmoniki yrgyldylaryn deiilemesini bagga goérniisde ulanmak
amatly bolyar, yagny belli trigonometrik formuladan peydalanyp, (33.3) denligi
tytgedip yazalyn:

x = asin(kt)- cosa +acos(kt)-sin a
Bu yerden acosa =A, asina =B belgilemeleri girizip, garmoniki yrgyldylaryn
hereket defilemesini
x = Asin(kt)+ B cos(kt) (33.7)
gornilisde yazyp bileris.
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Yokarda getirilen a-sina =x, we ak-cosa =v, deflikleri ulanyp, A= %

we B = x, bolyandygyny taparys. Onda garmoniki yrgyldylaryn hereket defilemesini
asakdaky gorniisde alarys:

X = X, cos(kt )+ %sin(kt) (33.8)

Garmoniki yrgyldylara degisli bir mysala seredelii.

Mysal. C gatylyk koeffifiyentli AB pruzin wertikal halatda A nokatda berkidilen we
onufi B nokadyna m massaly yik (M) asylan. Yiikini hereketinift differensial
denlemesini yazmaly, periodyny kesgitlemeli.

Meseldni ¢ozmeklige girismegimizden oOn “statiki uzalma” disilinjesini
girizelin. Pruzine jisim birikdirilip, wertikal agak goyberilenden son jisim kédbir
aralyk gecip, statiki denagramlyk yagdayyna eye bolyar. Pruziniii uzalyan aralygyna
statiki uzalma diyilyar. Bu uzalmany A, bilen belgildlin. Elbetde, c- A, =mg denlik

L : . m
yerine yetmeli. Bu yerden A = mg
c
Coziilisi. X
A X
A
X r "
Y B
A A b M
A A 4 ﬂst
WF M -
v v v Mg

33.2-nji surat
Pruzinin uzalmasyny A bilen belgildlin. 33.2-nji suratdan gorsiimiz yaly,
A=A4—X.
Gukun kanuny boyunca F mayysgaklyk giiyji (pruzinini reaksiyasy) pruzini 4
uzalmasyna goni proporsional, F =c-A. Dinamikanyn ikinji kanunyna layyklykda
2
yikiin hereketinin differensial detilemesi m% =F —mg gorniise eyedir ya-da

d2X , . dZX
mW:C/I—mg. Bu yerde A-ny A, —X bilen calsyryp, mW:C'/Ist—CX—mg

defilemi geleris; emma C- Ay =mg. Onda yokardaky defilemeden (c- Ay —mg =0)

2

m% =—CX defilemini alarys. Alnan defileme garmoniki yrgyldylaryn detlemesidir.
Diymek, pruzinden asylan yiikk Oziinin denagramlyk yagdayynyn towereginde
garmoniki yrgyldyly hereket edyir. Bu yrgyldylaryn periody:

T=27Z'\/E=27Z' M oz st
c mg 9
/’Lst
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Bellik. A, statiki uzalma tejribe Usti bilen kesgitlenyar. c="9 geiilikden pruzinin

st

gatylyk koeffisiyentini kesgitlap bolyar.

33.2. Togtayan yrgyldylar.

Goy, M material nokat gozganmayan O merkeze c¢ekyan, ululygy boyunca
merkeze cenli uzaklyga goni proporsional F giiyjiin tdsiri astynda garsylyk
gorkezyan gursawda gonlcyzykly hereket edyén bolsun.

Garsylyk giiyjiini R bilen belgilidlii we nokadyn tizligine goni proporsional diyip
alalyn, yagny R=—u-0. Bu yerde &-material nokadyt tizligi; z—proporsionallyk
koeffisiyenti.

Koordinatalar baslangyjyny O nokatda alalyn we nokadyn hereket edydn goni
cyzygyny x oky hokmiinde kabul edelin.

o) F M R

A J
N
X

Y

xXvY

33.3-nji surat
R giyjun tizlige garsylykly ugrukdyrylandygyny, seyle hem, F giiyjiii
koordinatalar baslangyjyna tarap ugrukdyrylandygyny goz oniinde tutup, M nokat
licin dinamikanyn ikinji kanunyny

2
M— =—CX— uv 33.9
e H (33.9)
. , . dx e . , Cc 2 M
gornlisde yazalyn, vya-da o= prs denligi ulanyp, seyle-de, — =Kk, ==2n
m m
belgilemeleri girizip, (33.9) defileméni
d?x dx
m——-+2n—+k“x=0 (33.10)
dt dt

gornlisde yazalyn. Alnan denileméni ¢6zmek iicin ornuna goymak usulyny ulanalyn. X
funksiyany x=y-e™™ gorniisde gozlilin. x-i differensirlap alarys:

%:e_nt(ﬂ_n.yj ’
dt dt

2 2
% =e‘”t(%—2n%+ nzy} .
X-1 we x-ii Oniimlerini (33.10) denilemede yerine goyalyn we alnan denleméni
e ™™ =0 ululyga gysgaldalyf. Netijede
d’y (2 .2
F+(k —n?)y=0 (33.11)
defilemini alarys. Goy, k >n bolsun. Onda k? =k? —n? belgileméni girizelin we
(33.11) denleméni
d’y 2
F+k1 -y=0 (33.12)
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gorniise getirelin. Alnan denlemd nokadyn garmoniki hereketi éwrenilende gabat
gelipdik ((33.2) denleme).
(33.12) denleménin umumy ¢oziiwi y = asin (klt + a), diymek,

x=a-e "sin(kt+a) (33.13)

Bu defileme (33.3) defilemeden e ™ kopeldiji bilen tapawutlanyar. (33.13) defileme
boyunca hereket edydn nokadyn hereketi hem O nokadyn towereginde yrgyldyly

material nokat O gozganmayan nokada tiikeniksiz yakynlagyar. Sol sebépli, material
nokadyn bu yrgyldyly hereketine togtayan yrgyldylar diyilyar.
(33.13) denligi wagt boyunga differensirldp, material nokadyn tizligini taparys:
L= % —a-e "[k, -coslkt + a)—n-sin(kt+a)| (33.14)
awe o hemiselikler X(O) =X U(O) = v, baslangyc sertlerden kesgitlenyar.
(33.13), (33.14) formulalarda t =0 goyup, alarys:
Xo=a-Sina , vy=a-K -cosa—n-X,

, . Uy +N-X vy . o s
ya-da X, =a-sina , a-cosa =-—"——2. Bu delikleri kwadrata géterip gossak a
1

ululygy kesgitlaris. Birinji denileméni ikinji deiilema boliip, tge -ny taparys, yagny

a= kl\/kfxg +(vp+n-%, )
! (33.15)

tizligin nola dendigini kesgitlaliil. Munun {li¢in (33.14) deiligi nola denldlin:
K, - cos(kt +a)—n-sin(kt+a)=0

ya-da
tg(k,t + o) =%
Bu yerden alarys:
1 K
t=—|arctg = — 33.16
{areg - (33.16)

Arktangens funksiya kdpbahaly funksiya. Sol bir argumentde arctg-n yzygider
bahalary z gosulyjy bilen tapawutlanyarlar. Diymek, (33.16) deileméni

kanagatlandyryan t ululygyn yzygider bahalary kﬁ gosulyjy bilen tapawutlanyarlar.
1

Eger t ululygyn yzygider bahalaryny t,,t,,t;,...,t,,... bilen belgilesek, onda:

,“_’tn :tl+w
1 1

T T 21 T
L=tt+— , L=L+—=t+—, {,=; +— =t
2 1 kl 3 2 kl 1 kl 4 3 k 1

3
+_
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Seylelik bilen, t,—den baglap her bir kﬁ wagt aralygyndan son nokadyn tizligi nola
1

dett bolup, alamatyny {lytgedyir. Basgaca aydylanda, nokadynl hereketinii ugry

tytgeyar.

t,,t,,t;,... yzygiderlikddki wagt pursatlary licin material nokadyn koordinatalaryny

kesgitlalin:

x =Xt )=a-e™sin(kt, +a), x, =x(t,)=a-e " sin(kt, +a),

X; = X(t;) = a-e " sin(k;t, + ) we s.m.

t,-ni t, + k£ bilen ¢algyralyn:
1

_ntl_i _ -

x,=a-e “sin(kt+a+x)=—a-e ™ sin(kt +a)-e

Sunia menizeslikde alarys:
nrzx nzx nl

X; =—€ e Xy, , X,=-€
Uns bersek, X,,X,,Xs,... yzygiderligifi elementlerinifi absolyut ululyklaryndan

Kk
X3 ., Xg=—€ T -X, wes.m.

nz
duzulen yzygiderlik, yagny [x|,[X,|,[Xs|,... yzygiderlik 1-den kigi e ** maydalawjyly
kemelyan geometrik progressiya bolup duryar. Diymek, material nokat gitdigice O
nokada yakynlagyar, yagny yrgyldylaryn amplitudasy nola ymtylyar. Su sebapli
(yokarda hem belldp gecipdik) material nokadyn bu hereketine togtayan yrgyldyly
hereket diyilyar.
2r 27

ki Vk?—n?

wagt aralygyna togtayan yrgyldylaryn periody diyilyar.
k, =+vk?—n® ululygyi k-ululykdan Kicidigi sebépli, zk—” > 2{ Diymek, togtayan

1
yrgyldylaryn periody garmoniki yrgyldylaryn periodyndan uly.
nmo T
e “ =e 2 ululyga togtayan yrgyldylaryii dekrementi diyilyar.
33.4-nji suratda 0,5 dekrementli (x, >0, v, =0) togtayan yrgyldylaryi grafigi
shemalayyn gorkezlen.
XA

T

AR
0 WTWZT\

33.4.nji surat
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Togtayan yrgyldylaryn (33.13) denilemesini iiytgedip yazalyn:
x=a-e™-sin(kt+a)=e" [a-sin(kt) cosa +a-cos(kt)-sin «]
Yone, yokarda belldp gecisimiz yaly,

Uo+n'X0 -
a-cosa:k— , a-Sina =X,

1
Bu ululyklary 6ndéki defilemede yerine goyup alarys:

x=e " -{Uo Jlr( o sin(k,t)+ %, cos(klt)} (33.17)
1
Togtayan yrgyldylara degisli mysala seredip gegelin.
Mysal. 1 kg. massaly material nokat x okunda, O koordinatalar baglangyjyna ¢ekyén,
ululygy boyunca koordinatalar baglangyjyna ¢enli uzaklyga goni proporsional gliyjiiii
kg
sek?
garsylyk giiyji nokadyn tizligine goni proporsional. Proporsionallyk koeffisiyenti
N - sek

tasiri astynda hereket edyar. Proporsionallyk koeffisiyenti 25

Dasky gursawyn

6 ot Baslangyc wagt pursatynda (t=0) material nokat x =0,8 metr nokatda
metr
bolup, tizligi nola defi. Material nokadyn hereket defilemesini yazmaly.
Coziilisi. Meselanin sertine géra, m=1kg,c =25 k92 , H="06 N -sek . Onda:
sek metr
k2=Cop5 1 an-H_gl
m sek m  sek
Bu yerden k = 5i , N= 3i. Diymek,
sek sek

k = k2 —n? :4seik

Bulardan basga-da, X, =0,8, v, =0. Bu ululyklary (33.17) denlikde goyup, nokadyn
hereket detilemesini alarys:
x=2e".[0,3-sin(4t)+0,4-cos(4t)]
3r

2T 7 . = 1
Bu togtayan yrgyldylaryfi periody — = —sek-a den, dekrementi e 4 = .
glay yrgyldylaryn p Yy kl 5 10,54

Diymek, her % sekuntdan soni yrgyldylaryii amplitudasy takmynan 10% esse azalar.

Gorstimiz yaly, yrgyldylar uly tizlik bilen togtayar.

Bellik. Nokadyn hereketi difie k >n bolanda dwrenildi, k <n ya-da k=n bolan
yagdayda nokadyn hereketi aperiodiki bolyar, yagny nokadyn hereketinin yrgyldyly
hasiyeti bolmayar.

33.3. Mejbury yrgyldylar.
Goy, x okunda hereket edydn M material nokada 6nki punktda seredilip gegilen

F,R giiyclerden dasary periodiki F'=Hsin(pt) giiyc tasir edyan bolsun; H, p —
kabir hemiselik sanlar.
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Nokady O merkeze cekyan F giiyje dikeldiji guyc, F' gliyje gozgayjy glyc
diyilyar.

Tasir edydn giiycler1 goz oOnilinde tutup, material nokadyn hereketinint
differensial denllemesini

m—:—cx—,u%+Hsin(pt) (33.18)
gorniisde alarys. Bu defilemini m-e boleli. Onki punktda girizilen belgilemeleri

ulansak we H_ h belgilemani girizsek, (33.18) defileme
m

d?x dx . .
—-+2n—+ kX =h-sin( pt 33.19
gorniise geler. Differensial denlemeler kursundan belli bolsy yaly, (33.19)
defileminin umumy ¢6ziwi X = X, + X, gorniisli. Bu yerde X,—(33.19) deiileménin
hususy ¢oziwi; X,-(33.19) denleméinin sag bolegi nol bolanda umumy ¢6zlwi, yagny
X
2

d—;( ronP k=0

dt dt
defilemidnin umumy c¢oziiwi. Onki punktda bu denlemd seredip ge¢ipdik. Onuit
umumy ¢ozuwi

x=a-e " sin(kt+a)
gorniisli; a,a—islendik hemiselikler; k, =+k?—n?. (33.19) deiileminiii hususy
¢oziwini x, =b-sin(pt+ ) gorniisde gozlilin. (33.19) defilemé giryin oniimleri
hasaplalyii:

d x,

2
Wsz-cos(puﬂ) , ddt);zz—bpz'sin(pt+ﬁ)

Bu 6ntimleri (33.19) defilemede yerine goyup alarys:
—bp? -sin(pt + B)+ 2nbp - cos(pt + B)+ kb -sin(pt + )= h-sin(pt)
ya-da pt+ £ =6 belgilemani girizsek,
b-(k2 - pz)-sin 0+ 2nbp-cos@ =h-sin(@—-4) .

Bu yerden
b-(k2 - pz)-sin 0+ 2nbp-cos@=h-sin @-cos B —h-cosé-sin B
Alnan denlik ¢-1 islendik bahasynda yerine yetmeli. Diymek, singd we cosé
ululyklaryn koeffisiyentleri deti bolmaly, yagny
h-cos,B:b-(k2 — pz) , h-sin g =—-2nbp
Bu denlemelerden kébir yonekey amallardan son alarys:

b= h2 , (33.20)
\/(kz _ pz) +4n2p2
2n
t9f =— 2 _pp2 (33.21)

Seylelik bilen, seredilydn material nokadyn hereket defilemesi
186



x=a-e " sin(kt+a)+b-sin(pt+ ) (33.22)
gorniislidir; b, g ululyklar (33.20), (33.21) formulalardan tapylyar.

(33.22) denlemidnin sag bolegindéki gosulyjylaryn birinjisi togtayan
yrgyldylary kesgitleyir, ikinji gosulyjy gozgayjy giliy¢ bilen sertlenen p yygylykly,
%T periodly garmoniki hereketi kesgitleyar. Bu yrgyldylara mejbury yrgyldylar
diyilyar.

On belldp gecisimiz yaly, togtayan yrgyldylaryii amplitudasy nola ymtylyar.
Diymek, wagtyn ge¢megi bilen bu yrgyldylar goz 6niinde tutulmasa hem bolyar.
Seylelik bilen, wagtyn gegmegi bilen M nokadyn hereketi

x=h-sin(pt+ 3) (33.23)
detileme boyuncga bolup gecyir.

(33.23) defileme M nokadyn F dikeldiji, R garsylyk, F' gozgayjy giiy¢lerin

tasirinde, seyle-de, n :2£< k densizlik yerine yetende mejbury yrgyldyly
n

hereketinin defilemesi bolup duryar.
Garsylygyn mejbury yrgyldylaryn b amplitudasyna tdsirini ginisleyin
owrenelin. (33.20) denlikden gorsimiz yaly, togtamak koeffisiyenti diylip

atlandyrylyan n=2i ululygyn ulalmagy bilen b amplituda kicelydr. Garsylyk
n

bolmadyk yagdayynda (n =0) amplituda
h
b= e (33.24)

denilik bilen kesgitlenyar.

Gozgayjy giiyjin p yygylygy iytgdnde amplitudanyn liytgeysini 6wrenelin.

f(p)= (k2 — pZ)2 +4n?p?

funksiya minimum baha eye bolanda amplituda maksimum baha eye bolar.

Bu funksiyany#i éniimi f'(p)=4p- [p2 — (k2 — 2n2)]; p>0 bolandygy sebapli:

p<Vk*-2n? bolsa f'(p)<0 ;
p=+k?-2n%bolsa f'(p)=0 ;
p>+k?—2n%bolsa f'(p)>0 ;

Diymek, p=+k®-2n® bolanda f(p) funksiya minimum baha eye bolar, b
amplituda bolsa maksimum bolar.

Gozgayjy giiyjiun p=+k*—2n? yygylygyna kritiki yygylyk diyilyar.
f(p) funksiyanyi 6niiminiii afilatmasyndan gérsiimiz yaly, n > % bolanda

f'(p)>0, yagny f(p) artyan funksiya bolyar, diymek, n berlen bolanda p-niii
artmagy bilen f(p) funksiyanyi bahalary k*—den co—e genli monoton (birsydyrgyn)
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h

% bahadan nola c¢enli monoton

artyar. Yrgyldylaryn amplitudasy bolsa b, =

kemelyar.
Kritiki yygylygy (33.20) formulada goyup, amplitudanyfi maksimumyny
kesgitlaris:
h

max 2nvk? —n?

Bellik. Gozgayjy giiyjiin p yygylygynyn garmoniki yrgyldylaryn k yygylygyna yakyn
bolmagy mejbury yrgyldylaryni amplitudasynyn uly moégberde artmagyna getiryar. Bu
hadysa rezonans hadysasy diyilyar.

Mejbury yrgyldylara degisli bir mysala seredip gegelin.

b (33.25)

Mysal. Massasy m=2kg bolan material nokat gatylygy c:39,2% bolan

pruzinden asylan. Material nokada s=117,6-sin(pt+£)(N) gozgayjy giiyc we
R=0,49Vm-c -0(N) garsylyk giiyji tisir edyir. Mejbury  yrgyldylaryi
amplitudasynyin il uly bahasyny kesgitlemeli. p yygylygyini haysy bahasynda
amplituda ifl uly baha eye bolyar?

Coziilisi. b, -y (33.25) formuladan taparys. Ilki bilen bu formula girydn n,k,h
ululyklary kesgitlalin.

c 39, 2ﬁ 1
k:\/: ﬂ196 10 —44,27_ y
m sek
2n =ﬁ=& M€ _ 049 | —049.k =2160-1 .
m m m sek
Onda
n :10,845i ,
sek
h=117’6N _1176N 588 M
m 2kg sek
Tapylan ululyklary (33.25) formulada yerine goyup alarys:
588
D, = sek = 0,0063 m.
21, 69— (44,272 -10,8452 ~
sek sek
Kritiki yygylygy p =+k? —2n? formuladan taparys:
_ 2427~ 2108452 L —ms5 L
sek sek
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§34. Material nokadyn gorilik hereketi.

1. Material nokadyn gorilik hereketinin differensial deflemesi.
2. Kabir hususy yagdaylar.
3. Gorilik hereketde material nokadyn kinetik energiyasy hakynda teorema.

34.1. Material nokadyn gorilik hereketinin differensial denlemesi.
Goy, M material nokat O,x,y,z, koordinatalar sistemasyna goré hereket edip,

bu koordinatalar sistemasy gozganmayan Oxyz koordinatalar sistemasyna goré
hereket edyén bolsun. Nokada tisir edydn giiyglerin esasynda nokadyn O,XY,z,
koordinatalar sistemasyna gord hereketinii defilemesini kesgitlemekligi maksat
edinelin. Mununl ti¢in ilki bilen material nokadyn goridlik hereketininn differensial
denlemesini diizmeli. Alnan deilemédni integrirldp, material nokadyn goralik
hereketini kesgitlap bolar.
Material nokadyn gozganmayan koordinatalar sistemasyna (inersial hasaplanys
sistemasy) gord hereketi licin dinamikanyn ikinji kanunyny yazalyn:
mi=F+N , (34.1)
bu yerde &-material nokadyi tizlenmesi; F —nokada goylan giyc; N — baglanysygyi
reaksiyasy. Emma kinematikadan belli bolsy yaly, a=4, +d, +4&,. &,,8,,a,—M
nokadyn degislilikde gorilik, go¢lirme we koriolis tizlenmeleri.
Tizlenmini (34.1) deiilemede goyup alarys:
m-a =F+N-m-a,-m-&, (34.2)
Nokadyn gogiirme tizlenmesine garsylykly ugrukdyrylan —m-&, wektora
gOcurme inersiya guyji diyilyar. Suna menzeslikde —m-a, wektora koriolis inersiya
glyji diyilyar.
Eger —m-d, =F." we —m-&,=F" belgilemeleri girizsek, onda (34.2) deilik
m-a =F+N+F"+F" (34.3)
gornlise geler. Alnan (34.3) denileme material nokadyn gordlik hereketinin wektor
deiilemesidir. Bu defilemidni hereketlenydn O,X;Yy,z; koordinatalar sistemasynyi
oklaryna proyektirlesek we
L _d% _d?y, _d7,
rx dtZ ! "y dt2 ry dtZ
deiilikleri g6z oOniinde tutsak, onda nokadyn gordlik hereketiniii differensial
denilemelerini alarys:

d2x - -
dtzl - FXl + NX1 + Felzl + Fklr)\ﬁ !
d2y1 in in
J m—dt2 = Fyl - Nyl -+ Feyl +F, v (34.4)
2 - -
m ddtﬁl —F, +N, +F" +F" .

Bu yerden su netija geleris:
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Material nokadyn hereketlenyin hasaplanys sistemasyna gorid hereketi
nokada goylan we reaksiya giiyclerinden dasary, gociirme we Koriolis inersiya
giiycleri tisir eden yagdayynda gozganmayan hasaplanys sistemasyna gora yaly
bolup gegyar.

34.2. Kéabir hususy yagdaylar.

Material nokadyn gordlik hereketinin kédbir hususy yagdaylaryna seredip
gecelin.

1) Goy, hereketlenyédn koordinatalar sistemasynyn hereketi 6ne bolan hereket bolsun.
Bu yagdayda a, =0. Diymek, F," = 0. Sol sebipli (34.3) defilemeden

m-a =F+N+F" (34.5)
detileméni alarys. Degislilikde (34.4) detilemede koriolis tizlenmesininn diiziijileri
hem bolmaz.
2) Goy, hereketlenydn koordinatalar sistemasynyn hereketi goniicyzykly, denolgegli
otie bolan hereket bolsun. Bu yagdayda a, =a, =0 bolar, diymek, F" =F" =0.
Onda (34.3) denleme

m-a =F+N (34.6)

gorniise geler.
Netije. (34.6) denlemeden gorniisi yaly, dinamikanyn ikinji kanunynyn gonugyzykly
denodlcegli onie bolan hereketddki koordinatalar sistemasyna gord goOrniisi edil
gozganmayan koordinatalar sistemasyndaky yalydyr, yagny bu koordinatalar
sistemasy inersial hasaplanys sistemasydyr. Bu yerden goniicyzykly, dendlgegli one
bolan hereketdidki hasaplanys sistemasyna gord bolup ge¢yidn mehaniki hadysalaryn
gozganmayan hasaplanys sistemasyna gora yaly bolup gecyandigi gelip ¢cykyar. Bu
getirilen netije Galiley tarapyndan ykrar edilyar we klassyky mehanikanyn gordlik
prinsipi diylip atlandyrylyar.

Material nokadyn gorilik denagramlykda bolan yagdayyna hem seredip
gecelin.

Goy, goylan gilyclerin tisirinde material nokat O;X;y,z; hasaplanys
sistemasyna goréd dynclykda bolsun. Elbetde, bu yagdayda o, =0,a, =0 we
a, =0, F" =0 bolar. Diymek, (34.3) defileme

F+N+F"=0 (34.7)
gorniige eye bolar, yagny material nokat gorélik dynclykda bolanda nokada goylan
glyc, reaksiya giiyji we gogiirme inersiya giiyji denagramlasyarlar.

Bir mysala seredelin.
Mysal. a=const (a<g) tizlenmeli asak hereket edyin liftin kabinasynda

matematiki mayatnik asylan. Mayatnigin ki¢i yrgyldylarynyil periodyny kesgitlemeli.
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Coziilisi.

\ 4
34.1-nji surat

Material nokadyn gorélik hereketini kesgitlemek {icin nokada ululygy boyunga
m-a den, wertikal yokary ugrukdyrylan Fein goclirme inersiya giiyjiini goyalyn. m-
mayatnigii massasy. Mayatnigin lifte gord hereketi, mayatnigii asma nokady
gozganmayan bolan yagdayda m(g —a) ululykly wertikal asak ugrukdyrylan giiyjii
tasirinddki hereketi yaly bolup gecyédr. Diymek, fizikadan belli, yrgyldylaryn
periodyny kesgitlenis formulasyndan erkin gagmanyn tizlenmesi bolan g ulylygy
(g —a) ululyk bilen galsyrsak mayatnigin yrgyldysynyfi periodyny taparys yagny

T=2rx /L ,
g—a

bu yerde |-mayatnigin uzynlygy. Eger lift a tizlenmeli yokary hereket edyén bolsa,

onda, T =27 ! bolar.
\/ g+a

Eger lift erkin gagyan bolsa (a=g), onda mg we F," giiycler defiagramlasyarlar.
Wertikaldan belli bir burca galdyrylan mayatnik sol yagdayynda galar. Liftde duran
gbzeggi ligin dasky jisimler agramsyz yaly bolup gorner.

34.3. Gorilik hereketde material nokadyn kinetik energiyasy hakynda teorema.

Yokarda bellip gecisimiz yaly, material nokadyn gorilik hereketinini (34.3)
denilemesi gozganmayan koordinatalar sistemasyna gorddidki hereket denlemesine
menizes. Bu denlemelerin tapawudy, gorédlik hereketinin deiilemesine goylan we
reaksiya giiyclerinden dasary F." gdciirme inersiya hem-de F" Koriolis inersiya
giiycleri giryar. Basga tarapdan, material nokadyn dinamikasyna degisli teoremalar
(hereket mukdary hakynda, hereket mukdarynyn momenti hakynda, kinetik
energiyanyn iiytgemegi hakynda) goniiden-goni dinamikanyn ikinji kanunyndan gelip
cykyarlar. Bu yerden yokarda agzalan teoremalary material nokadyn gordlik hereketi
licin hem ulanyp boljakdygy gelip ¢ykyar. Yone bu teoremalar material nokadyi
gorilik hereketi li¢in ulanylanda, gé¢iirme we koriolis inersiya giiyclerini géz oniinde
tutmaly. Hususy yagdayda, nokadyn gordlik hereketi ii¢in kinetik energiyanyn
uytgemegi hakyndaky teoremanyn ulanylysynyn iistiinde durup gecgelini.
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Material nokadyn kinetik energiyasynynn denilemesi diiziilende, gogiirme
inersiya we koriolis inersiya giiy¢leriniii nokadyn gorilik oruniiytgemesindaki islerini
goz oniinde tutmaly. Emma &, Kkoriolis tizlenmesinin nokadyn gorilik tizligine
perpendikulyardygy sebépli, koriolis inersiya giiyjiinin isi nola den. Diymek, goralik
hereketde material nokadyn kinetik energiyasynyn detilemesi asakdaky gorniisdedir:

d[m;ZJ B (Fxl T Feir;(l )dxl + (Fyl + Fei?’l )dyl + (le + |:eigl )dzl (348)

Bu deiileméniii sag bélegi F we F™ giiyclerii elementar islerini gdrkezyar.

Bir mysala seredelinl

Mysal. Egricyzykly yylmanak turbajyk gorizonal tekizlikde O nokadyn dasynda
@ =const burg tizlik bilen aylanyar. Turbajygyn icindéki sarjagazyn massasy m.
Baglangy¢ pursatda (t = O) sarjagaz M, nokatda bolup, baslangy¢ gorilik tizligi nola
den. Sarjagazyn v, gorélik tizligini kesgitlemeli.

Coziilisi.

QMo
34.2-nji surat

Goclrme hereketi dendlgegli aylanma hereket bolyandygy Ucgin gogurme
inersiya giiyji difie normal inersiya giiyjiinden ybarat, ;" =m-w”-r, bu yerde r-
sarjagazyn radius-wektorynyi uzynlygy.

Koriolis inersiya glyji ululygy boyunga 2m-w-v,-e den (F‘” :2m-a)-ur),
ugry boyunca sarjagazyn gorilik tizligine perpendikulyar. Turbajygyit N reaksiyasy
turbajygyn M nokatdaky normaly boyunca ugrukdyrylan.

Goylan meseldni ¢ozmek 1iicin nokadyn kinetik energiyasy hakyndaky
teoremany ulanalyn. Ifki” we N giycler sarjagazyn gorilik tizligine
perpendikulyardyklary sebidpli, bu giiyclerin sarjagazyn gorélik hereketinde isleri
nola den.

F" giiyjii M M aralykdaky isini hasaplalyf. F," giiyjiii hereketlenyin
koordinatalar oklaryna proyeksiyalaryny ulanyp taparys:

in in m- i m:
dA=F, dx + Feyldylzm'a)z’(dex1+y1d)/1):Ta)d(X12+y12): 260 d(rz)

Bu yerden integrirldap gog¢ilirme giiyjiinin isini taparys:

A= o) )
fo
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Sarjagazyn baslangyc gordlik tizliginin nola dendigi sebédpli, kinetik
2 2
energiyanyn detnilemesi m ZUr _m 20) (r2 — roz) gorniisde bolar, bu yerden

PRENON| S A

Sunuit  bilen, material nokadyn dinamikasyny tamamlayarys. Indiki
paragrafdan baslap mehaniki sistemanyn dinamikasyny 6wrenmége giriseris.
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