2-nji BOLUM

KINEMATIKA
Kinematika—bu boliimde hereketi doredyan sebdpler goz oniinde tutulmazdan
mehaniki hereket geometrik nukday nazaryndan éwrenilyar.
Kinematikada seredilyan esasy mesele:
Nokatlaryn we jisimlerin hereketlerini saylanyp alnan koordinatalar
sistemasyna gord 6wrenmek we olaryn kinematiki hisiyetlendirijilerini kesgitlemek.

6-njy BAP
Nokadyn kinematikasy.
§15. Nokadyn hereketinin berlis usullary. Nokadyn tizligi.

1. Nokadyn hereketinin berlis usullary.

2. Hereketi wektorlayyn usul bilen berlende nokadyn tizligi.

3. Hereketi koordinatalayyn usul bilen berlende nokadyi tizligi.
4. Hereketi tebigy usul bilen berlende nokadyn tizligi.

15.1. Nokadyn hereketinin berlis usullary.
Nokadyn hereketini kesgitlemeklik diylip, islendik wagt pursatynda sertli
gozganmayan jisim bilen bagly koordinatalar sistemasyna gord nokadyn
koordinatalaryny kesgitlap bilmeklige distinilydr. Seylelikde, gozganmayan jisim

......

......

Nokadyn hereketini bermeklik (cin ulanylyan usul nokadyn hereketinii
ayratynlygyna bagly.

Nokadyn hereketi esasy ii¢ usul bilen berilyar: wektorlayyn, koordinatalayyn,
tebigy usullar.

Nokadyn giniglikde ¢yzyan ¢yzygyna nokadyn trayektoriyasy diyilyar.

Nokadyn hereketinin berlis usullary bilen tanysalyn.

Wektorlayyn usul.
Nokat ginislikde gozganmayan nokatdan gecirilen radius-wektor bilen
kesgitlenyér.
Nokadyn hereket edydndigi sebapli onun radius-wektory wagta bagly Uytgeyar,
yagny 1 = F(t). Bu denilemé nokadyn hereket deilemesi diyilyar.

15.1-nji surat

O-gozganmayan nokat; r -nokadyn radius wektory.
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Koordinatalayyn usul.

Nokadyn hereketi koordinatalayyn usul bilen berlende, hereketin
ayratynlygyna layyklykda nokadyn dekart, silindrik ya-da sferik koordinatalary
ulanylyar. Egri¢cyzykly koordinatalarda nokadyn tizligi, tizlenmesi Owrenilende
nokadyn silindrik we sferik koordinatalary bilen tanysarys. Hézirlik¢e ditie dekart
koordinatalarynyn iistiinde durup gegelin.

ZA

|
"—’ 1
'z

k1/ v
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>
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e y
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R e
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X 15.2-nji surat
Nokadyn hereket edyédndigi sebdpli nokadyn dekart koordinatalary wagta
baglylykda tytgeyarler:
=X(t)

y =y(t)

z=1(t)

Bu denilemeler nokadyn hereket defilemeleri bolup duryarlar.

Nokadyn radius-wektorynynl nokadyn dekart koordinatalary bilen baglanysygy:

F=x(t) -7 +y(t) J+2z(t)-k
denilik bilen berilyar.
Tebigy usul.

Bu usul nokadyn trayektoriyasy belli bolanda ulanylyar. Trayektoriyada nokat
(A) saylanyp alynyar we hasaplanys sistemasynyn baslangy¢ nokady hokmiinde kabul
edilydr. Hereket edydn M nokadyn su pursatda trayektoriyada orny s duga
koordinatasy bilen kesgitlenyér.

7 A

A

y

y

’
,/
X

X 15.3-nji surat

) Nokadyn hereket edyéndigi sebépli s duga koordinata wagta bagly tytgeyar.
Yagny nokadyn hereket denilemesi S = S(t) gorniiglidir.
Duga koordinatasy bilen dekart koordinatalarynyn arasyndaky baglanysygy

yazalyn:
(ds)” = (dx)° +(dy)” +(dz)’
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2 2 2
T (e
dr dr dr
t
s=x[ X’ +y*+2%dr
0

15.2. Hereketi wektorlayyn usul bilen berlende nokadyh tizligi.
Hereketi wektorlayyn usul bilen berlen nokada seredelin:

v o

O ) —+

15.4-nji
r - t wagt pursatynda nokadyn radisusaWejktory;
- t, =t+ At wagt pursatynda nokadyn radius-wektory;
Ar -radius-wektoryn At wagtyin dowamynda artdyrmasy.
Nokadyn At wagtyn dowamynda ortaga tizligi diylip,
- AT

Uorta = E (151)
ululyga diisiinilyar.
Bu gatnasygyi predeli (At — 0) nokadyn pursatdaky tizligini kesgitleyar:
5=1lim 27 | (15.2)
At—>0 At
bu yerden
Foo.
OD=—=T 15.3
E (15.3)

Nokadyn tizligi wektor ululyk bolup, radius-wektoryn wagt boyunca
oniimine den.

% wektor Ar wektor bilen ugurdas. Predelde, yagny At nola ymtylanda M, nokat

M nokada ¢éksiz yakynlagyar. Netijede bu nokatlary birikdirydn Ar wektor
trayektoriya M nokatda gegirilen galtagyan goni ¢yzyk boyunca ugrukdyrylan bolup

duryar. Elbetde, bu wektor bilen bir hatarda % wektor hem predelde galtagyan goni

cyzyk boyunga ugrukdyrylan bolup duryar. Diymek, nokadyn tizligi trayektoriyanyn
galtasmasy boyun¢a ugrukdyrylan wektor.
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15.3. Hereketi koordinatalayyn usul bilen berlende nokadyn tizligi.
Goy, nokadyn hereketi koordinatalayyn usul bilen berlen bolsun:
x = X(t)
y=y(t)

z=1(t)

X 15.5-nji surat

F=x(t)-T+y(t) J+z(t)k
dar
dt
oklary boyunca dizdjilerini v,, v,, v, bilen belgilap,

(15.3) formuladan taparys o = =X-1+V-]+2-k.Bu yerden tizligiii koordinata

Wy =X, vy=Y , v, =1 (15.4)

denlikleri alarys. Tizligin ugrukdyryjy kosinuslary

co{z} , T] =% co{z}, Tj 2 co{z} , IZ) Y (15.5)
1Y) v 19

deiilikler bilen tapylyar.

15.4. Hereketi tebigy usul bilen berlende nokadyn tizligi.
Goy, nokadyn hereketi tebigy usul bilen berlen bolsun.
Nokadyn hereket defilemesi S = S(t) :

15.6-njy surat
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M-nokadyn t wagt pursatyndaky orny; M,—nokadyn t; wagt pursatyndaky orny.
Uytgeydn ululyk hokmiinde duga koordinatasyny kabul edelin. Onda,

L dr dr ds dr
F(t)=r(s)=T|s(t)]. Nokadyn tizligi 6 =—=—+— =~
r(t)=r(s)=rls(t)]- Nokadyn tizigh &="=" 1 ="
C:j_g =7 sertli belgileme girizelin.

Differensial geometriyadan belli bolsy yaly, 7 -galtasma boyunga duga
koordinatasynyn artyan tarapyna ugrukdyrylan birlik wektor, |7|=1. Onda nokadyn
tizligi

O=S$-7T (15.6)
Seylelikde, nokadyn tizligi trayektoriya galtasma boyunca ugrukdyrylyp, ululygy
duga koordinatasynyn oniimine den.
Bellik. $<0 bolsa, nokadyn tizligi su pursatda duga koordinatasynyn kemelyén
tarapyna ugrukdyrylan. $>0 bolsa, nokadyn tizligi su pursatda duga
koordinatasynyn artyan tarapyna ugrukdyrylan.

Bellik. Kesgitlenisine lagyklykda tizligii 5lceg birligi — [y—c"J
sek { wagt

816. Nokadyn tizlenmesi.

Hereketi wektorlayyn usulda berlende nokadyn tizlenmesi.

Hereketi koordinatalayyn usulda berlende nokadyi tizlenmesi.
Tebigy tUcgranlyk. Tebigy koordinata oklary.

Nokadyn tizlenmesinii tebigy koordinata oklary boyunca diiziijileri.
Nokadyn hereketiniii hususy halatlary.

o0 E

16.1. Hereketi wektorlayyn usulda berlende nokadyii tizlenmesi.
Nokadyn tizlenmesi diisiinjesinin tistiinde durup gegelin.
Tizlenme—nokadyn tizliginin iytgemegini hasiyetlendiryén fiziki ululyk.
Hereketlenyan nokada seredelin.

Q|

orta

16.1-nji surat
U — t wagt pursatynda nokadyn tizligi;

U,—t + At wagt pursatynda nokadyn tizligi 0, =0 + Ao

AU —nokadyn tizliginin At wagtyin dowamyndaky artdyrmasy.
v,—wektory M nokada parallel gocirelin we Ao wektory sekillendirelin.
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Kesgitleme. Tizligin At wagtyn dowamyndaky A0 artdyrmasynyn At wagta
gatnasygyna nokadyn At wagtdaky ortaca tizlenmesi diyilyar:

Y
orta At
Ortaca tizlenménin predeli (At — 0) nokadyn pursatdaky tizlenmesini beryar:
g fim 220 99 (16.1)
At—0 At dt
Tizligin radius-wektoryn onlimine deniligi sebépli alarys:
d?r .
d=—5=7 (16.2)
dt?

Diymek, nokadyn pursatdaky tizlenmesi wektor ululyk bolup, nokadyn tizliginin
onumine ya-da radius-wektorynyn ikinji 6niimine dendir:

{a =v (16.3)

a

Il
=l

Tizlenménin dl¢ceg birligi %l
e

16.2. Hereketi koordinatalayyn usulda berlende nokadyi tizlenmesi.
Goy, nokadyn hereketi koordinatalayyn usulda berlen bolsun. Yagny nokadyn
hereket defilemesi X =X(t), y = y(t), z=z(t) defilemeler bilen berlen bolsun.

Nokadyn koordinatalar baslangyjyndan gecirilen radius-wektory

F=x(t)-i +y(t) j+z(t) k
(16.2) formuladan alarys:

_d°r dzquyﬁdzz~
d=— o=l 5k
dt t dt dt?
ya-da
da=X-i+y-j+2-k (16.4)
Bu yerden tizlenméanin koordinata oklary boyunca dizujileri Ugin
d?x d?y d’z
a,=X=—,a,=Y=—%,a,=7= 16.5
dtz dt? dt® (163)
denlikleri alarys. Tizlenménin ululygy
a:\/ai +ay +a; (16.6)

formula bilen tapylyar. Tizlenménin ugrukdyryjy kosinuslary

/\_> /\_' a AN
co{é,ijzi,cos[a’,jJ:—y,co{é,kJ:& (16.7)
a a a

formula bilen kesgitlenyér.
16.3. Tebigy Ucgranlyk. Tebigy koordinata oklary.
Bu temany beyan etmezden 6n matematiki analizden ké&bir kesgitlemeleri we
diislinjeleri getirelin. Erkin egrigyzyga seredelin; M, M, -egride alnan nokatlar.

I-M nokatda egra gecirilen galtasma;
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l,— M, nokatda egré gegirilen galtagma.

Y™
I 16.2-nji surat

l, goni ¢yzygy M nokada parallel gocurelin we |; bilen belgilélin.
Kesgitleme. | we | gonlleriti arasyndaky ¢ burca MM; duganyn aralyk burgy
diyilyar.
Kesgitleme. Aralyk burcunyn MM; duganyn uzynlygyna gatnasygynyn MM;
duganyn uzynlygynyn nola ymtylandaky predeline egrinin M nokatdaky egriligi
diyilyér:

k= lim ¥ (16.8)

MM; >0 MM,

k—egrinin M nokatdaky egriligi.
Kesgitleme. Egrinin nokatdaky egriligine ters ululyga egrinin nokatdaky egrilik
radiusy diyilyar:

p= (16.9)
p—egrinin M nokatdaky egrilik radiusy.
Bellik. Toweregin egrilik radiusy 6z radiusyna den (p = R), goni ¢yzygyn egrilik
radiusy tiikeniksizlik, (o = ).

Egricyzygyn istlinde bir goniude yatmayan Mi, M, M; ii¢ sany nokat alalyn.
Mailim bolsy yaly, bir goni ¢yzykda yatmayan ii¢ nokadyn iistiinden towerek gegirip
bolyar. M,M,,M, nokatlaryn iistiinden gegyin toweregin merkezini O, bilen
belgilalin.

: MM,

16.3-nji surat
Kesgitleme. M1,M;, nokatlar M nokada tiikeniksiz yakynlasanda seredilyan toweregin
predel tOweregine egrinin M nokatdaky egrilik toweregi diyilyar.
M

@)
0,

16.4-nji surat
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Bellik. Egrilik towereginin radiusy egrd nokatda gecirilen galtagyana perpendikulyar
we egrinin nokatdaky egrilik radiusyna dei.
Indi temanyn beyanyna gegelin. Kabir egrigyzyga seredelin.

3
>

<
N

16.5-nji surat

7 -egricyzyga M nokatda galtasyan birlik wektor;

7,-egrigyzyga M; nokatda galtasyan birlik wektor;

7, wektory M nokada parallel gogiirelin. 7,7; wektorlaryn istiinden o tekizlik
gecirelin.

Kesgitleme. M; nokat M nokada tiikeniksiz yakynlasanda « tekizligin predel

------

tekizlik)

16.6-njy surat

Kesgitleme. M nokatdan gecyan hem-de 7 wektora perpendikulyar tekizlige normal
tekizlik diyilyar. (16.6-njy suratda Il tekizlik)
Kesgitleme. Galtasma we normal tekizliklerin kesismesinde alynyan goni ¢yzyga bas
normal diyilyar.

Bas normalyn istiinde, egrigyzygyn epilme tarapyna ugrukdyrylan birlik i
wektory alyp goyalyn.
Kesgitleme. M nokatdan gecydn hem-de i wektora perpendikulyar tekizlige
gonukdiriji tekizlik diyilyar (16.6-njy suratda 111 tekizlik).

Normal we goniikdiriji tekizliklerin kesismesinde alynyan goni ¢yzyga
binormal diyilyar.

Binormalyfi iistiinde birlik b wektoryny alyp goyalyii. Seylelikde, (f : ﬁ,B)
“liclik” sag oriyentasiyaly “licliigi” emele getirmeli.

(f , 0, 5) “licliigin” emele getiryan licgranlygyna tebigy tcgranlyk diyilyar.

Bu wektorlar bilen kesgitlenen koordinata oklaryna tebigy koordinata oklary
diyilyér.
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16.4. Nokadyn tizlenmesinin tebigy koordinata oklary boyunca diiziijileri.
Goy, nokadyn hereketi tebigy usulda berlen bolsun, s =s(t). Bilsimiz yaly, nokadyn
tizligi galtasyan boyunca ugrukdyrylan. Diymek,

V=0T, (16.10)
bu yerde v-tizligin algebraik bahasy. 7 —galtagyan boyunca duga koordinatasynyn
artma tarapyna ugrukdyrylan birlik wektor. (16.10) denligi differensirlédp alarys:

g4 _dv .. .47 (16.11)
dt  dt dt

?j_: wektoryn ugruny we ululygyny kesgitlalin.

M-t wagt pursatynda nokadyn trayektoriyadaky orny;
M; — t; wagt pursatynda nokadyn trayektoriyadaky orny;

(As <0)

16.7-nji surat a) 16.7-nji surat b)

Bu yerde As-duga koordinatasynyn artdyrmasy, A7 =7,—7. A7T-7 wektoryn
artdyrmasy. Hereket duga koordinatasynyn artma tarapyna bolup gecende (16.7-nji
surat (a)) A7 wektor trayektoriyanyn epilme tarapyna, hereket duga koordinatasynyn

kemelme tarapyna bolup gecende (16.7-nji surat (b)) A7 wektor trayektoriyanyn
gubercek tarapyna ugrukdyrylan.

Oclj—: wektory 6zgerdip yazalyn:

ﬁzﬁ.ﬁzﬁ.u (16.12)
dt ds dt ds
z—r wektor trayektoriyanyn epilme tarapyna ugrukdyrylan (16.7-nji surat (a),(b)).
S
AT

As wektor 7,7, wektorlaryn dstinden gegyéan tekizlikde yatyar. Diymek,
S
dr . AT L o
— = lim — wektor galtasma tekizliginde yatyar.
a5 A AS galtas g yaty
(7,7)=1 desligi differensirlalin:
i(f,f):o ,
ds
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fj:O. Bu denlik f,d—f wektorlaryn perpendikulyardyklaryny

dr
’ ds

bu yerden 2(—
ds

—

g('jrkeZ)'/ér,((jj—T 1 7. Seylelik bilen, (:I—T wektor trayektoriyanyn egrilik merkezine
S S

tarap ugrukdyrylan. Bu wektoryn ululygyny kesgitlalin. MAB denyanly {i¢bur¢lukdan
(sur.16.7 (a)) |A7|=2sin %

. .
~ 2sin = SRS
97 jim |27 jim —im —2. % _jim 2 =1
ds| AS—0[AS| AS—0 AS ASS0 @ AS As—0AS 0
2
Bellik. Yokarda gecirilen amallarda birinji ajayyp predel ulanyldy:
sin
As—0=p—>0=lim—2 =1,
p—0 Q
2
Onda ?j—: LY yerden (16.12) denligi ulanyp, (16.11)-den alarys:
Yo
2
a=90 7,25 (16.13)
dt o,

Netije. Nokadyn tizlenmesi galtasma tekizliginde yatyar. Nokadyn tizlenmesi iki
dizljiden ybarat:
d. =07 —galtagma (tangensial) tizlenme;
2
a, = Y fi—merkeze ymtylyan (normal) tizlenme.
Yo,
Nokadyn tizlenmesinin ululygy

a=.a’+a’, (16.14)

Nokadyn tangensial we normal tizlenmelerini kesgitlemek iigin asakdaky
formulalardan hem peydalanyp bolar:

a, =pra= @5) (16.15)
bu yerde pr; a-tizlenménin tizligin ugruna bolell)n proyeksiyasy,
a, = @ (16.16)

16.5. Nokadyn hereketiniii hususy halatlary.
GoOnugyzykly hereket. Eger hereketin dowamynda nokadyn normal tizlenmesi
nola defi bolsa (a, = 0), onda bu hereket géniicyzyklydyr.
Denolcegli gonucyzykly hereket. Eger hereketin dowamynda nokadyn
tizlenmesi nola den bolsa (a = O), onda nokadyn bu hereketine gonugyzykly
dendlgegli (v = const) hereket diyilydr. Bu hereketin defilemesi:
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S=v-t
Egricyzykly denoélcegli hereket. Eger hereketin dowamynda tangensial
tizlenme nola deni bolsa (a, = O), onda nokadyn hereketine egrigyzykly dendlcegli
hereket diyilyar.
Deiitizlenmeli egricyzykly hereket. Eger hereketin dowamynda tangensial
tizlenme hemiselik bolsa (a, = const), onda nokadyn egri¢cyzykly hereketine

''''''

t2

S=a, -E+u0-t+s0 ,
bu yerde, v,— nokadyn baslangyg tizligi; S,—baslangy¢ duga koordinatasy.
Ké&bir mysallara seredelin.
Mysal. Nokat x=3(t—2), y=2( —2)2 (x,y-sm, t-sek) denleme boyunca hereket
edydr. Nokadyn trayektoriyasyny, t=3sek wagt pursatynda nokadyn tizligini,
tangensial, normal tizlenmelerini, tizlenmesini, seyle-de, trayektoriyanyn egrilik
radiusyny kesgitlemeli.
Coziilisi.

Xv

16.8-nji surat
x=3(t—2) deiilemeden (t—2)-ni x-ifi iisti bilen anladyp, y=2(t-2)°

denllemede goysak, nokadyn trayektoriyasynyn y = S x? detilemesini taparys.

Eger t=0 bolsa, onda x,=-6, y, =8 bolar; (-6,8)-baslangy¢ pursatda
nokadyn koordinatalary. Eger t =3 bolsa, onda x, =3, y, =2 bolar; (3,2)-t = 3sek
pursatda nokadyn koordinatalary.

U, :X:B,Uy :y=4(t—2)

U:\/Uf +Uy :\/9+16(t_2)2 Vs ZSS%ek

y y sm
a,=X=0,a,=y=4, a:4sek2

do 16(t —2) \ 16 sm
a =——= =— =3,25M
Toodt \/9+16(t_2)2‘t_3 5 sek? Aek2
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256 12 sm
=Ja?-a’=[16-22 = =2,45M
25 5 sek? Aek2

2
=U—=Em ~10,4m.

a 12

n

Mysal. Nokat radiusy r=50sm bolan téwerekde s =7 -t*(sm) defileme boyunca
hereket edyédr. t=2sek wagt pursatynda nokadyn tizligini, galtasma, merkeze

ymtylyan, doly tizlenmelerini kesgitlemeli.
Coziilisi.

16.9-njy surat

v=S=2r-t
U‘t—Zsek 472'@ = 12 56@
a,=§=270 —628"
sek sek

d k2 sm
h=—= = K ~315>—
r 50sm 50sm sek

a:W/a +a ~702 k2
se

Mysal. Radiusy R =10sm bolan towerege M halkajyk ildirilen. Halkajygyn iginden,

O nokadyn dagyndan o = %ik = const burg tizlikli aylanyan OA sterZen gegyar.
Se

Halkajygyn tizligini we tizlenmesini kesgitlemeli.
Coziilisi. Koordinatalar baslangyjyny O nokatdan alalyn.

y)\ A

16.10-njy surat
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@ burg tizligin hemiselikdigi sebépli ¢ = %t :

X=R+ Rc0os2¢ = R(1+ cos%t)
Halkajygyn hereket detilemesi:
y =Rsin2¢p = Rsin %t

9 =X=-2zsin 7
Bu yerden halkajygyh tizligi: S
. V3

g, =y= Zﬁcosgt

. 2 2 T
aX:X:—gﬂ' COSgt
Halkajygyn tizlenmesi: )
. 2 . 7T
a, =y=——r°sin=t
y =Y 5 5
Sm
9=.92+9% =27>— =const
. o sek
Onda: 5 om
[2 2 2
a=.,/a, +a, =—71 = const
XY 5T gek?

Halkajyk towerek boyunca dedlgegli hereket edyir (v =const,a, =0);
halkajygyn doly tizlenmesi onunl normal tizlenmesine de.

817. Nokadyn hereketi polyar koordinatalarda berlende onuri
tizligi we tizlenmesi.

1. Nokadyn polyar koordinatalary.

2. Polyar we dekart koordinatalarynyi arabaglanysygy.

3. Nokadyn hereketi polyar koordinatalarda berlende onui tizligi.

4. Nokadyn hereketi polyar koordinatalarda berlende onuii tizlenmesi.

17.1. Nokadyi polyar koordinatalary.

Polyar koordinatalar sistemasy saylanyp alnan, O nokat (polyus), bu nokatdan
cykyan OA ok we uzynlyklary kesgitlemek ii¢in girizilen masstab bilen berilyar.
Nokadyn tekizlikddki orny 2 sany ululyk bilen kesgitlenyér: r = OM —polyar radiusy;
¢ = ZAOM —polyar burgy.

M
/
Q 3
O >
17.1-nji surat A
Eger ¢ bur¢ OA okdan sagat dilinin hereketininn tersine alnyp goyulsa

polozitel, sagat dilinin hereketinin hereketinin ugruna alnyp goyulsa, otrisatel
hasaplanylyar.
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r, ¢ ululyklara M nokadyn polyar koordinatalary diyilyar we seyle
belgilenyar: M (r, p).

17.2. Polyar we dekart koordinatalarynyin arabaglanysygy.
Eger polyus hokminde dekart koordinatalar sistemasynyn baslangyjy, polyar
ok hokmiinde Ox ok kabul edilse (17.2-nji surat), onda gorsiimiz yaly, nokadyn
dekart we polyar koordinatalarynyn arasynda seyle baglanysyk bar:

X =1TCO0S
e (17.1)
y=rsing
Dekart koordinatalaryndan polyar koordinatalara gec¢is formulasy:
r=4x"+y?
y (17.2)
gp=-=
X
YA
;
y
@ 3
0 X X

17.2-nji surat

17.3. Nokadyi hereketi polyar koordinatalarda berlende onuri tizligi.
Goy, nokadyn hereketi polyar koordinatalarda berlen bolsun, yagny nokadyn
polyar koordinatalarynyn wagta bagly tiytgeyisleri méalim bolsun:

r=rit

{ (® (17.3)
¢ = olt)

Bu yerde r(t), o(t) wagta bagly iki gezek tizniiksiz differensirlenyan funksiyalar.
YA
3, 3
.
r
P,

Xy

O 17.3-nji surat

Nokadyn polyar radius-wektorynyn ugry boyunca birlik p, wektory, bu
wektora perpendikulyar birlik ¢, wektory alyp goyalyn:
P, = (cosg,sin p)
{Go=(—8"1¢,008¢)
Bu wektorlarynt 6niimlerini hasaplalyi:

(17.4)
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{60 =(=sing-¢,cosp- p)=¢-(~sing, cosp) =0
do =(~c0sp- p,~sing- 9)=~¢-(cosp, sinp)=—¢ by
Seyle denlikler alyndy:

{EO “7 % (17.5)
Go ==¢- Po
p, wektoryn birlik wektordygy sebapli
r=r-p, (17.6)
Belli bolsy yaly, nokadyn tizligi onufi radius-wektorynyii dnlimine den. Onda:
O=F=F-Po+r-Po=r-Po+r-¢-G (17.7)

Gorstiimiz yaly, nokadyn tizligi iki sany ¢zara perpendikulyar duzdjilerden duryar:
U, =1 - Po-radial tizlik, 5, =r - ¢ - G -transwersal tizlik

—

0
v: =0+ 05 (17.8)

17.4. Nokadyn hereketi polyar koordinatalarda berlende onun tizlenmesi.
Nokadyn tizlenmesini tapmak ti¢in (17.7) denligi differensirlalin:
A=0=t-Po+r-Py+(F-@+r-¢)-To+r-¢-Go=F-Py+1-¢-Gy+
+(E @) G- g By =(F—r-9%) o+ (2t p+T$) G
Seylelik bilen, nokadyn tizlenmesi 6zara perpendikulyar iki sany dizujilerden
duryar: & =i - r-¢2)~ Po-radial tizlenme hem-de &, =(2r-@+r-¢) Go—
transwersal tizlenme,

V=0, +

(4
+a’ (17.9)

a=\(F-r-¢°f +(@2r-g+r oy
Bir mysala seredip gecelin.

Mysal. Gorizontal OA géni ¢yzyk boyunca nokat OM =0,5t?(sm) deflemi
layyklykda hereket edydr. OA goni ¢yzyk O nokatdan gecyén wertikal okun dasyndan
@ =t? +t(rad) defilemi layyklykda aylanyar. t=2sek wagt pursatynda nokadyi
tizliginin we tizlenmesinin radial, transwersal diiziijilerini kesgitlemeli.

A

M

A

O¢ >
17.4-nji surat A

Coziilisi. Nokadyn polyar koordinatalarda hereket detilemesi:

82



r=0,5t>
p=t°+t
Ur =r :t ’ Ur‘tzzsek = Zsr%ek
Uy = r-¢g= 0’5t2 ’ (Zt +1) ' U¢"t=25ek =10 Sr%Ek
” .2 2 2
a,=f-r-¢ :1—0,5t -(2t+1) ) ar‘tZZSek :_498%Ek2
a, = 0; diymek, nokadyf radial tizligi O polyusa tarap ugrukdyrylan.

.. . 2 2
a,=2f-p+r-$=2t-(2A+1)+t*=5t"+2t , a,| _24S%ek2

—2sek

Onda.

818. Egrigyzykly koordinatalarda nokadyn tizligi, tizlenmesi.

Egricyzykly koordinatalar.

Koordinata ¢yzyklary, koordinata Ustleri.

Lamenin koeffisiyentleri.

Nokadyn tizligi.

Nokadyn tizlenmesi.

Silindrik koordinatalarda nokadyn tizligi we tizlenmesi.
Sferik koordinatalarda nokadyn tizligi we tizlenmesi.

NogoghkowdE

18.1. Egricyzykly koordinatalar.
Bilsimiz yaly, nokat ginislikde li¢ koordinata bilen kesgitlenyar. Meselem,
X,Y,z-dekart koordinatalar; p,,z-silindrik koordinatalar; r,&,-sferik

koordinatalar.
Goy, q,,0,,0;-nokady ginislikde kesgitleyan kabir parametrler bolsun. Bu

parametrleri egricyzykly koordinatalar diyip atlandyralyn. r-nokada gozganmayan
nokatdan gecirilen radius-wektor. Elbetde, radius-wektor egricyzykly koordinatalara

bagly,

r= r((11 ep :Q3) (18.1)
Seyle hem, radius-wektoryn dekart koordinata oklaryna bolan proyeksiyalary
egricyzykly koordinatalara bagly

x=xX(0y,0;,05)
y=y(0.d;.05) (18.2)
z=12(0,,9,.9;)

18.2. Koordinata ¢yzyklary, koordinata dstleri.
(18.2) denlikde iki koordinatany, meselem, d,,q; koordinatalary fiksirlap

3-nji koordinatany (g,) erkin hasap edelifi; ,=0,,,0;=0s. Elbetde,
M (0 ,050,0s,) nokat ginislikde egrigyzyk ¢yzar. Bu egricyzyga ¢, koordinata
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degisli koordinata gyzygy diyilyér. Suna menzeslikde q,,q, koordinata gyzyklary
kesgitlenyér.
Ginislikde islendik M, nokatdan 3 sany koordinata gyzyklary gegyar.

18.1-nji surat

M, nokatdan ¢ykyan koordinata cyzyklaryna galtagyan, degisli koordinatanyn
artyan tarapyna ugrukdyrylan oklara koordinata oklary diyilyar. 18.1-nji suratda,
[:], 0], [a ]
(18.2) denlikde bir koordinatany fiksirldp, ikisini erkin diyip hasap etsek, onda
bu denlik kébir Usti beryér. Bu Uste koordinata Usti diyilyér.
Seylelik bilen, M, nokatda ¢ sany koordinata ustleri kesgitlenyar.
M, nokatda koordinata Ustlerine gegirilen galtasma tekizliklerine koordinata
tekizlikleri diyilyar.
Koordinata ¢yzyklary:
d,-erkin , g, =const , g, =const
g, =const , q,-erkin , g; =const
g, =const , g, =const , gs-erkin.
Koordinata Ustleri:
0, =const , g, ,Q;-erkin
q, =const , q,,05-erkin
s =const , d;,0,-erkin

18.3. Lamenin koeffisiyentleri.
Koordinata oklarynda birlik €, €,, & wektorlary alyp goyalyn (degisli
koordinatanyn artyan tarapyna ugrukdyrylan). Matematiki analiz kursundan belli

—

bolsy yaly, s_r(l =1,2,3) degisli koordinata oky boyunga, Koordinatanyfi artyan
q.

tarapyna ugrukdyrylan wektor

6r:8xT+WI+GZE (18.3)
oq;  aq; oq; oq;

Bu wektoryn moduly

— 2 2 2
or |:\/[ 8Xj {@’J +(EJ =H; (i=1,2,3) (18.4)
qu‘ 8q| aql aql
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e -1 Ti-123) (18.5)
H; oq;
H,,H,,H;-ululyklara Lamenin koeffisiyentleri diyilyar.

Goy, mundan beylék seredilyan egricyzykly koordinatalar sistemasy ortogonal

bolsun. Yagny
1,i=]
(éi’éj)zéij:{ . J
0,1+ ]
o; ; -Kronokerin belgisi diylip atlandyrylyan ululyk.

18.4. Nokadyn tizligi
Nokadyn hereketi egrigyzykly koordinatalarda berlende onun tizligini tapalyn.

Bilisimiz yaly, & = . Onda

. . or . or . o S . _
U:r:a_%'q1+£'q2+a_qg‘qa:q1'H1‘el+Q2‘H2‘92+Q3'H3‘33
v=¢,-H,-6+q,-H,-6 +04;-H; &, (18.6)
bu yerden € wektorlaryn ortogonallygyny goz 6niinde tutup taparys:
v=AG2 HE +4Z HZ+63 - H2 (18.7)

18.5. Nokadyn tizlenmesi
Nokadyn hereketi egrigyzykly koordinatalarda berlende onunl tizlenmesini
kesgitlilin. Nokadyn tizlenmesinii [q; | oka proyeksiyasy:

P - 1 or 1 (. or
aq,:(u,ei): O,——|=—71|0,—|.
' [ H; aQij H, [ 5Qi]

Bu yerden,
Ha, =5, 0 |=905 0| |59l (18.8)
' q, ) dt{ o dt\ og
(18.6) derlikden alarys:
N _y e (18.9)
oG
(18.5) deiilikden gorsiimiz yaly, H; - & = S—r, onda (18.9) denlikden alarys:
o _or (18.10)
oG 0o

Kabir 6zgertmelere seredelinl.

d(or :i(di): 0 [OF 4 O @ O 4o
dt\og, ) g \dt) oglog, & aq, g

T g+ O°F 4 O°F
og; 00,  og;0d, - 8q; ody

Uz
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d( or S o°F . o°F .
_£ J: -g, + g, + (s (18.11)
dt 5q| 8q| aql 8q| aqz aql aq3
Seyle-de,
5 _ a(drjaﬁrqﬁ_fq+5_rq
og; og\dt) agi\éq, T oq, o4y
__oT -y + o°r -Q, + Gl q
o000, oqyoq, o O o
Diymek,
djor)_oadov (18.12)
dt\ oq; oq;

(18.8) denlikden (18.10) we (18.12) denlikleri gbz oniinde tutup taparys:

o -g(o o 2)- 802 2)-
Salaeo)smeo-ala g4
i alnls) (3] 020w

(18.13) denlik nokadyn tizlenmesinin ¢;,d,,0; koordinatalar boyunga
dazujilerini kesgitleyér.

Bu yerden

18.6. Silindrik koordinatalarda nokadyn tizligi we tizlenmesi.
Goy, nokadyn hereketi silindrik koordinatalarda berlen bolsun:

p=plt)
o =0olt) (18.14)
z=1(t)
Nokadyn tizligini we tizlenmesini tapmaklyk meselesini goyalyn.
Z A

18.2-nji surat
X
Dekart we silindrik koordinatalarynyn arasyndaky baglanysyk
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X = pCOoSp
y=psSing (18.15)
1=1

denlikler bilen berilyar.
l1ki bilen Lamenin koeffisiyentlerini kesgitlalin.

g=p,0=¢0,0;=12
2 2 2
SEEREOR
op op op
2 2 2
2
op op op
2 2 2
- (322
0z 0z 0z

(18.6), (18.7) denliklerden nokadyn tizliginin diizljilerini, seyle-de, tizligin
ululygyny taparys:

v,=p
V,=Pp = v=pt PPt + 22 (18.16)
v, =1
Eger hereket polyar koordinatalarda berlen bolsa, yagny p=r , ¢p=¢,z2=0
bolsa, onda (18.16) formuladan alarys:
{Ur:r, — v=Ar2+r2p? (18.17)
l)(p =re
Bellik. (18.17) formulany 817-de alypdyk.
Nokadyn tizlenmesini kesgitlélin. (18.16) formuladan alarys:
02:p2+¢2p2+22

Tizlenmiinin diiziijileri:
Qo Lldfo(v))_ a0
? Hy|dt{ opl 2 op\ 2
Bu yerden degisli hasaplamalary edip, a, = p - po? deiligi alarys.
o - L]dfofui]]_afv
" H, |dt{ ¢\ 2 op\ 2
Bu yerden a, =@o+2p¢p
oo Lldfofot)|_ofv
' H,|dtlaz| 2 oz\ 2
Bu yerden a, =7Z. Seylelik bilen, nokadyn tizlenmesi:
a=(p-p-9* g p+2p¢.2) (18.18)
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(18.18) denlikde p=r,p=¢,z=0 goyup, nokadyn tizlenmesini polyar
koordinatalarda taparys:
. )
a =F-r-
{ SR (18.19)
a,=¢-r+2r-¢
Bellik. (18.19) formula 817-de hem getirilipdi.

18.7. Sferik koordinatalarda nokadyn tizligi we tizlenmesi.
Goy, nokadyn hereketi sferik koordinatalarda berlen bolsun.

r=r(t)
9 =golt) (18.20)
0 =6(t)

ZA

M

\4

X |
18.3-nji surat |
Dekart we sferik koordinatalaryn arasyndaky baglanysyk

X =T Ccosfcosp
y =rcosdsing (18.21)
z=rsiné
detilemeler bilen berilyar.
Lamenin koeffisiyentlerini hasaplalyn (q1 =r,Qq,=¢, 0= 6’). (18.4) denligi
ulanyp, taparys: H, =1, H, =rsin 6 , H; =r. Degisli hasaplamalary yerine yetirip,
taparys:

Up:r :
v, =rpsing = v=~12 + 1% sin?0+1%0% | (18.22)
v,=r6 .

z

a =t-rp°cos”0-ré ,
a, =rpcosd+2rpcosd—2rpdsing , (18.23)

a, =rf+2r0+rep’sinfcosh .

a=(a ,a,,a) (18.24)
Getirilen (18.22), (18.23) formulalary okyja 6zbasdak ¢ykarmak maslahat berilyar.
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7-nji BAP
Gaty jisimin kinematikasy.
819. Gaty jisimin yonekey hereketleri.

=

Gaty jisimin one bolan hereketi.

Gaty jisimin gozganmayan okui dasyndan aylanma hereketi.

3. Gaty jisimiin gozganmayan okun dasyndan denolcegli we dentizlenyin
aylanma hereketi.

4. Gozganmayan okun dasyndan aylanyan gaty jisimiin nokadynyn tizligi we
tizlenmesi.

5. Gozganmayan okun dasyndan aylanyan gaty jisimin nokadynyn tizliginin

we tizlenmesininn wektorlayyn kesgitlenisi.

no

19.1. Gaty jisimin one bolan hereketi.

Gaty jisimini hereketinii yonekey gornlisiniii biri, onie bolan hereket bilen
tanysalyn.
Kesgitleme. Eger hereketlenyin gaty jisimin islendik iki nokadyny birikdiryan goni
cyzyk 0ziinin baslangyc halatyna parallel hereket edyédn bolsa, jisimiit bu hereketine
one bolan hereket diyilyéar.

Bu hereketin mysaly hokmiinde, 19.1-nji suratda goOrkezilen AB sterzenin
hereketini gorkezip bolar. OA, OB sterzenler degislilikde O,O, sarnirlere

birikdirilen; OA =0O,B . AB sterzen OA , O,B sterzenler bilen sarnirli birikdirilen

[ LA A

O o}

A
19.1-nji surat

Otie bolan herekete degisli teoremany seljerelin.

Teorema. Onie bolan hereketdiki jisimifi nokatlarynyn tizlikleri, seyle-de,

tizlenmeleri islendik wagt pursatynda dendirler.

Subudy. Oiie bolan hereketdiki jisime seredelii.

19.2-nji surat

O -erkin alnan gozganmayan nokat;
r, — A nokadyn O nokatdan gecirilen radius-wektory;

r; — B nokadyn O nokatdan gegirilen radius-wektory.
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Gorsiimiz yaly,
I =T, +AB (19.1)
(19.1) denligi differensirlalin:

F, =T, + AB (19.2)

Seredilyédn jisimiil gatydygy (nokatlarynl arasyndaky uzaklyk tiytgemeyér) we
hereketin One bolan hereketdigi sebépli, AB =const. Onda (19.2) denlikden alarys:

— [Eﬁ:é}

Diymek,

Ug =Up (19.3)
(19.3) denligi differensirlalin:

Ug = 6A ’
bu yerden

dg =a, (19.4)

Teorema subut edildi.
Bellik. Ofie bolan hereketdiki jisimifi nokatlary birmefizes (parallel gocurilende
gabat gelyan) trayektoriyalar boyunca hereket edyérler.

19.2-nji suratdan QoOrniisi yaly, B nokadyn trayektoriyasy A nokadyn

trayektoriyasyny AB = const wektor boyunca parallel gociirmek bilen alynyar.

19.2. Gaty jisimin gozganmayan okuin dasyndan aylanma hereketi.
Gaty jisimini yene bir yonekey hereketi bolan gozganmayan okuii dasyndan
aylanma hereketi bilen tanysalyn.
Kesgitleme. Eger hereketlenydn gaty jisimin bir oka degisli nokatlary
hereketlenmeydn bolsa, onda jisimifi bu hereketine gozganmayan okuni dasyndan
aylanma hereketi diyilyar.
Dasyndan aylanylyan oka aylanma oky diyilyar.

%LE
Z—aylanma oky

19.3-nji surat
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Aylanma hereketini hésiyetlendirmek {i¢in aylanma burcuny girizelin.
I-aylanma okuny 6ziinde saklayan gozganmayan tekizlik;
I1- aylanma okuny 6ziinde saklayan jisim bilen bagly tekizlik.

:,"\."l.'\

19.4-nji surat
o—LII tekizliklerin arasyndaky bur¢. ¢@-—burca aylanma burgy diyilyar.
Jisimin aylanyandygy sebépli ¢ burc wagta goré uytgeyar, yagny
o =o(t) (19.5)
gp(t)—iki gezek uzniksiz differensirlenyan funksiya. (19.5) denleme gozganmayan
okun dasyndan aylanma hereketin derlemesi bolup duryar.
Kesgitleme. Aylanma burgunyn {iytgeysinin caltlygyny hasiyetlendiryén fiziki

------

dop .
=— = 19.6
w="=9 (19.6)

w-aylanyan jisimin burg tizligi; burg tizliginin 6lceg birligi %
se
Gozganmayan okun dasyndan aylanyan jisimin burg¢ tizligi aylanma
burcunyn wagt boyunca 6nimine den.
Kesgitleme. Bur¢ tizliginin tiytgeysinin caltlygyny hésiyetlendiryan fiziki ululyga
burg tizlenmesi diyilyar, yagny
dw
E=—=
dt

& -aylanyan jisimin burg tizlenmesi. Burg tizlenmesinin 6lceg birligi

o= (19.7)

sek ?

Gozganmayan okui dasyndan aylanyan jisimii burg¢ tizlenmesi burg
tizliginin wagt boyunca birinji 6niimine ya-da aylanma burcunyi ikinji éniimine
deni.
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19.3. Gaty jisimin gozganmayan okumn dasyndan denolcegli we deiitizlenyan
aylanma hereketi.
Gozganmayan okun dasyndan aylanma hereketinin kabir hususy gorniisleri
bilen tanysalyn.
Kesgitleme. Eger jisimin burg tizligi hemiselik (a):const) bolsa, onda jisimin
aylanma hereketine dendlcegli aylanma hereketi diyilyar. Denolcegli aylanma
hereketinin denlemesi:
p=0t+q,, (19.8)
bu yerde ¢,—baslangy¢ aylanma burgy.
Kesgitleme. Eger jisimin burg tizlenmesi hemiselik (g:const) bolsa, onda jisimin
aylanma hereketine derntizlenyan aylanma hereketi diyilyar. Dentizlenydn aylanma

hereketinin denlemesi:
2

¢=8%+a)0t+¢0 , (19.9)

bu yerde w,—jisimin baslangy¢ burc tizligi; ¢,—baslangyc aylanma burgy.
19.4. Gozganmayan okun dasyndan aylanyan gaty jisimin nokadynyn tizligi
we tizlenmesi.
Gozganmayan okun dasyndan aylanyan jisimin nokady merkezi aylanma
okunda bolan téwerek boyunca hereket edyar.
Jisimin bir nokadyny saylap alalyn. Goy, bu nokat R radiusly tdwerek boyunca
hereket edyan bolsun.

M

g\

M,

19.5-nji surat
Goy, nokat At wagtyn dowamynda M nokatdan M, nokada ornuny Uygedyén
bolsun. As — MM, duganyn uzynlygy, Ag-aylanma burgunyn artdyrmasy.
As=R-Agp (19.10)
Nokadyn tizligi
AsS R-Ag

v=Ilim —=lm —%=¢p-R=w-R,
At—>0 At At>0 At

v=w-R. (19.11)
Nokadyn tizligi jisimin burg tizliginin nokadyn hereket edydn towereginin
radiusyna kopeltmek hasylyna den.
Nokadyn tizlenmesinin diiziijileri:
a=U=w-R=¢-R, (19.12)
2 2 2 2
a, :u_:(R-a)) = R_o =w°-R.
R R R

Nokadyn tizlenmesinin ululygy:
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a=yJa?+a? = (¢ Rf +(0? Rf =RV + 0o° (19.13)

Nokadyi tizligini we tizlenmesini sekillendirelin:

19.6-njy surat

19.5. Gozganmayan okuin dasyndan aylanyan gaty jisimin nokadynyn tizliginin
we tizlenmesinin wektorlayyn kesgitlenisi.

Ilki bilen bur¢ tizliginin wektory hem-de bur¢ tizlenmesinii wektory
diisiinjeleri girizelin.

Burg tizliginin © wektory aylanma oky boyunga ugrukdyrylan we onun
oninden seredeninde aylanma hereketi sagat dilinifi hereketinini tersine bolup gegyan
yagdayda gorunmeli. Bu wektoryin uzynlygy san taydan burg tizliginit modulyna
deft, |&] =|a| .

Bur¢ tizlenmesinii £ wektory aylanma oky boyunca ugrukdyrylan. Bu
wektor aylanma hereketi tizlenende @ wektor bilen ugurdas, hayallanda bolsa, @
wektora garsylykly ugrukdyrylan. Bu wektoryn uzynlygy san taydan burg
tizlenmesinift modulyna def, |&] =|¢] .

Jisimin aylanma okuny z oky hokmunde kabul edip, Oxyz gozganmayan
koordinatalar sistemasyny girizelin.

M (X, y,z)—jisimifi nokady;

r — M nokadyn O nokatdan gecirilen radius—wektory;
O,—M nokadyn hereket edyan towereginin merkezi;
R—M nokadyn hereket edyan towereginin radiusy.

A

YA
AR

oxr Y

A
Nemm

X
19.7-nji surat
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Burg tizliginifi wektory @ = -k , bu yerde K -z okui orty.
Teorema. M nokadyn tizligi jisimifi burg tizliginini wektorynyn onufl radius-
wektoryna wektorlayyn kdpeltmek hasylyna den:

U=wxT (19.14)
Subudy. Wektorlayyn kopeltmek hasylynyn kesgitlemesine layyklykda &= wektor
@,7 wektorlaryn ikisine-de perpendikulyar. Onda bu wektor OMO, tekizlige
perpendikulyar; nokadyn o tizligi-de bu tekizlige perpendikulyar.

@ x T wektoryn oOniinden seredeniide @ wektordan r wektora yakyn aylaw
sagat dilinini hereketinin tersine, yagny jisimiii aylawyna tarap bolup gecyér. Onun
uzynlygy bolsa

‘c?)x F‘:a)- r-sina=w-R,

bu yerde a = (c?), FJ . Diymek, yokarda aydylanlary g6z 6niinde tutup alarys:

U=wxT
Teorema subut edildi.
(19.14) formulanyn analitiki gérniisi (Eylerin formulasy):
i j ok
D=dxF=[0 0 o=-w0yi+ox] (19.15)
X y z

—wYy, L, =®X,V, =

Leonard Eyler (21.04.1707-24.01.1783)
Sweysariyaly beyik alym. Onuin matematikada, mehanikada,
fizikada we tehnikada eden acyslary adamzadyn ylym
hazynasyna bimocber gosandydyr. Alym bu acyslaryn
kopusini  Peterburg Ylymlar Akademiyasynda edyar.
Leonard Eyler bu Akademiyada 31 yyl zdhmet cekyar.

M nokadyn tizlenmesini tapmak ticin (19.14) denligi differensirlalin.
B=0=OXT+@OXT=FXT+O%0,
d=ExF+oxD . (19.16)
Nokadyii tizlenmesi iki diiziijiden ybarat: £xF , @x . Bu diizijjileri dwrenelii.
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0 ~N90°

_ y
EXT

X

19.8-nji surat
Wektorlayyn kopeltmek hasylynyn kesgitlemesine layyklykda & xT wektor
OMO, tekizlige perpendikulyar. Diymek, nokadyn hereket edydn towereginii
radiusyna perpendikulyar; &x7F wektoryn oniinden seredeninde & wektordan r
wektora yakyn aylaw sagat dilinin hereketinin tersine bolup gecmeli. Bu wektoryn
uzynlygy ‘5 X ﬂ =¢-r-sina=¢-R. Tizlenménin bu diiziijisini & bilen belgilélin:

ExT=4a_. ox0 dizijini seljerelin.

N

l. oxolw,

2. oxv LU,

3. |@x0|=w-v-sinN90° =w-w-R=0"-R.

4. @x0 wektor O, nokada tarap ugrukdyrylan.

Tizlenménin bu diizlijisini &, bilen belgilélin: @, = @x U . Seylelik bilen,
a=a +a,,

a=RVe’ +0" . (1917
Tizlenménin analitiki kesgitlenisi:
i J ok | T ] Kk
d=Exr+aoxo=0 0 ¢/+| O 0 w (19.18)

Xy 2zl oy ox 0

Bu yerden nokadyn tizlenmesinini dekart oklar boyunca diiziijilerini taparys:
a,=—s-y-o’ X, a, —g-X—0°-y, a,=0

Kébir mysallara seredip gegelin.

Mesele. Radiusy R =0,5m bolan disk onun merkezinden gegyan, diskin tekizligine

perpendikulyar okui dasyndan ¢ =7 -t?(rad) defileme boyunca aylanyar. t =2sek

wagt pursatynda diskin gyraky nokadynyn tizligini, tizlenmesini tapmaly.
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Cozillisi.

g

19.9-njy surat

:47zi. Jisiminn burg tizlenmesi:

Diskii burg tizligi, o=¢=27t = o|_,, "
= Se

> - Nokadyi tizligi: v=w-R=v= 27r£. Nokadyn tizlenmesinin

E=Q=2r1
v sek sek

diiziijileri:a, =¢-R,a, =7r——,8, =0’ R, a, =81" —
sek sek

Nokadyn tizlenmesi, a=RVe? + " . Buyerden
a=271+647% — ~157,9—".
sek 2 sek 2
Mesele. Jisim Z okunyin dasynda ¢ =t>(rad) defileme boyunca aylanyar. t=3 sek
wagt pursatynda M (1,1,1) nokadyn tizligini we tizlenmesini wektorlayyn
kesgitlemeli. x, y, z—santimetrde 6lcenyar.

<v

19.10-njy surat
Coziilisi. Jisimin @ burg tizligini, £ burg tizlenmesini tapalyn.
&=(0,0,¢)=(0,0,3%) = @|_,_, =(0,0,27),

=3sek

§=w=(0,0,6t) = & _,, =(0,0,18),
i J Kk
G=dxF=0 0 27|=-27-((-])=(-27,27,0).
11 1

Bu yerden v = /(- 27) + 272 + 02 z38,25—”l1 .
se
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i 7 k|7 7 k
d=4a,+4d,=xT+&x0=0 0 18+ 0 0 27=
11 1] |27 27 0

= 18-(i - j)-27- (277 +277)=(-747,-711,0).

Bu yerden a=+/(~ 747 + (= 711 + 02 ~ 1031,3%
se

820. Tekiz—parallel hereket.

=

Jisimin tekiz-parallel hereketi. Tekiz-parallel hereketin defilemesi.

Tekiz hereketin kinematiki hasiyetlendirijileri.

Tekiz figuranyn nokatlarynyn tizlikleri. Tizliklerii paylanysy. Tekiz
figuranyn iki nokadynyn tizliklerinin proyeksiyalary barada teorema.
Tizliklerin pursatdaky merkezi (TPM).

Tizliklerin pursatdaky merkezini kesgitlemegin kéabir usullary.
Sentroidalar.

Tekiz figuranyn nokadynyn tizlenmesi.Tizlenmelerin paylanysy.
Tizliklerin pursatdaky merkezi.

Kébir hususy halatlar.

wn

©oo~N O~

20.1. Jisimin tekiz-parallel hereketi. Tekiz-parallel hereketin deflemesi.
Jisimin tekiz-parallel hereketi we bu hereketin ayratynlyklary bilen tanysalyi.
Kesgitleme. Eger gaty jisiminl nokatlary gozganmayan tekizlige parallel tekizliklerde
hereket edyan bolsalar, onda jisimin bu hereketine tekiz-parallel (ya-da tekiz) hereket
diyilyar.
Tekiz-parallel hereketin mysallary.

a) Tigirin goni ¢yzykly yoldaky hereketi.

Ci

20.1-nji surat
b) Kriwosip-satun mehanizmin satunynyn hereketi.

A
@ Satun
kriwosip
0 -"-—"-—" B
P ==

20.2-nji surat
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¢) Jisimin gozganmayan okun dasyndan aylanma hereketi.

(N

15

20.3-nji surat

Goy, jisim gozganmayan Q tekizlige parallel hereket edyan bolsun. Jisimi Q
tekizlige parallel Q, tekizlik bilen keselin. Jisimin kese-kesiginde alynyan S figura

seredelin.

Q

Frry
20.4-nji surat

S figuranyn tekizligine perpendikulyar AC goni ¢yzyk gegirelin (A-S figura
degisli nokat). Jisimin AC goni ¢yzyga degisli bolan nokatlary birmenizes hereket
edyarler. Diymek, tekiz hereketi 6wrenmek {igin S figuranyn hereketini wrenmek
yeterlik.

Figuranyn tekizliginde gozganmayan Oxy koordinatalar sistemasyny, seyle-de,
figura bilen bagly O'x’y" koordinatalar sistemasyny alalyfi.

y)\

o) y X
20.5-nji surat

O'-nokat polyus diylip atlandyrylyar. ¢-Ox , O'x'oklaryn polozitel ugurlarynyn
arasyndaky burc.
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Figuranyn tekizlikde yerlesisi O' nokadyn koordinatalary we ¢ burg bilen
kesgitlenyar. Figuranyn hereket edyiandigi sebapli Xo,Yo, we ¢ ululyklar wagta
bagly funksiya bolup duryarlar:

Xo = fl(t) ,
Yo = fo(t), (20.1)
¢ = fs(t) .

(20.1) denleme-figuranyn hereket denlemesidir. f,, f, , f;-wagta bagly, iki gezek
uznuksiz differensirlenyéan funksiyalar.
Tekiz figuranyn hereketi iki hereketin utgasmasydyr:
I. Saylanyp alnan polyus bilen 61ie bolan hereket;
Il. polyusdan gecyén, figuranyn tekizligine perpendikulyar okun dasyndan aylanma
hereketi.
(20.1) denlemede ilkinji iki denleme oOne bolan hereketi, li¢iinjisi aylanma
hereketini kesgitleyar.

20.2. Tekiz hereketin kinematiki hasiyetlendirijileri.

Tekiz hereketin kinematiki hasiyetlendirijileri:

a) Orie bolan diiziijisinini tizligi we tizlenmesi;

b) Aylanma diiziijisinin burg tizligi we burg tizlenmesi.
Teorema. Tekiz figuranyn hereketinin  aylanma  diiziijisinin  kinematiki
hésiyetlendirijileri, yagny @, ¢ ululyklar saylanyp alnan polyusa bagly dal.
Subudy. Polyus hokminde O" nokady alalyn. Figura bilen bagly O"X"y”
koordinatalar sistemasyny girizelin:

y)\

0]

Xy

20.6-njy surat

@ —Ox, O'X’ oklaryn arasyndaky burg;
@ —Ox , O"X" oklaryn arasyndaky burg;
a—0%",0"x" oklaryn arasyndaky burg, « = const ;
Gorstimiz yaly, ¢, = @ +«. Onda
0= =Q=0
=P =Q=¢&
Teorema subut edildi.
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20.3. Tekiz figuranyn nokatlarynyi tizlikleri. Tizlikleriii paylanysy.
Tekiz figuranynn nokatlarynyn tizliklerinin arasyndaky baglanysygy yiize
cykaralyn. Figuranyn A nokadyny polyus hokmiinde kabul edelin. Ax'y'—6ne bolan

hereketdéki koordinatalar sistemasy, Ax'//Ox , Ay'//Oy. B-figuranynn erkin
saylanyp alnan nokady.

y)

O 20.7-nji surat X
I'; — B nokadyn O nokatdan gegirilen radius-wektory;
Iy, — A nokadyn O nokatdan gegirilen radius-wektory;
r. — B nokadyi A nokatdan gecirilen radius-wektory;
Gorsumiz yaly,
A A (20.2)

Figuranyn A nokada go0ré hereketi bu nokadyn dasyndan aylanma hereket
bolup duryar.

(20.2) denligi differensirlép taparys:

5 5 Ly
g =1, +1Ig

tutup alarys:

Ug = Uy + Ugp (20.3)
Uga — B nokadyn A nokadyn dagyndan aylanma tizligi:
Oga L AB , |Ogp|=w- AB (20.4)

Ugn wektor figuranyn A nokadyn dasyndan aylanyan tarapyna ugrukdyrylan. Bu
tizlikleri sekillendirelin.

L,
20.8-nji surat oA

(20.3) denlik tekiz figuranyn nokatlarynyn tizlikleriniii paylanysyny
gOrkezyar.
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Tekiz figuranyn nokatlarynynn tizliklerinin proyeksiyalary hakyndaky
teoremany seljerelin.
Teorema (tizliklerin proyeksiyalary barada). Tekiz figuranyin iki nokadynyn
tizliklerinin bu nokatlaryn iistiinden ge¢yin goni ¢yzyga bolan proyeksiyalary den.
Subudy. AB-tekiz figuranyn nokatlary; 0,,0g-degislilikde A we B nokatlaryn
tizlikleri.

20.9-njy surat

Tizliklerin paylanysy boyunga: 0Ug =U, +0Ug,. Bu denligi AB goni ¢yzyga
proyektirlap taparys:

Vg -COS =0, -COS (20.5)
Teorema subut edildi.
Bir mysala seredip gecelin.
Mysal. AB kesim Oxy tekizliginde hereket edip, A nokady x oky boyunca hereket
edyar. AB kesim OC sitiine dayanyar. 20.10-njy suratda gorkezilen pursatda C

nokadyn tizligini, kesimif burg tizligini kesgitlemeli. v, = 48—"; . OC=2m
se

20.10-njy surat

Coziilisi. C nokadyn tizligi CA kesim boyunca ugrukdyrylan. Eger seyle bolmasa,
onda C nokadyn tizliginin CA kesime perpendikulyar dizujisi bolardy. Bu bolsa
mumkin dal. A nokady polyus hokmiinde kabul edelin. Onda 0. =0, + U¢, -

Ucp L CA Uy = -CA
CEK goniburcly tcburclukdan alarys:

UC:uAcos60°=4ﬂ-l= m
sek 2 sek

. m /3 m
Ueg =0,8iIN60° =4— . X2 2 /3
CATTA sek 2 sek

Emma
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ocC 4 m

Vep=0-CA=00- ——=0-—=—
cA sin 60° J3 sek

Onda bu yerden

4 m 31 1
otz =2 _15
\/_sek sek 2 sek sek

20.4. Tizliklerin pursatdaky merkezi (TPM).
Islendik wagt pursatynda tekiz figuranyn bir nokadynyn tizligi nola den bolyar.
Seyle nokadyn bardygyny gorkezelii.
Goy, berlen pursatda tekiz figuranyn burg tizligi we haysy hem bolsa bir
nokadynyn (meselem, A) nokadynyn tizligi belli bolsun.

20.11-nji surat

0, tizligi figuranyii aylanyan tarapyna 90°-a dwiirelifi we goni ¢yzyk gegirelif.
Bu goni ¢yzygyn iistiinde uzynlygy YA defi bolan AP kesim alyp goyalyn. A nokady
)

polyus hokmiinde kabul edip, P nokat ugin tizliklerin paylanys formulasyny ulanalyn.
Up =0y + Upp (20.6)
Upp LAP |, Upy=w-AP=w- Y =v, .
)

Bu netijelerden gorniisi yaly, 0, , Upy Wektorlar gapma-garsylykly ugrukdyrylan,
ululyklary boyunca dei. Diymek,
Dp + Opp =0
Onda (20.6) denlikden alarys:
Op =0

Berlen pursatda tizligi nola den bolan nokadyn bardygyny gorkezdik.
Kesgitleme. Tizligi berlen pursatda nola den bolan nokada tizlikleriin pursatdaky
merkezi (T.P.M.) diyilyar.

Tekiz figuranyn nokatlarynyn tizlikleri berlen pursatda tizliklerin pursatdaky
merkezinin dagyndan aylanma hereketdaki yaly paylanyar.

vy =w- AP
vg =w-BP
vc =w-CP
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20.12-nji surat
20.4. Tizliklerin pursatdaky merkezini kesgitlemegin kébir usullary.
Tizliklerin pursatdaky merkezini tapmaklygyn kébir usullary bilen tanysalyn.
a) Eger figuranyn iki nokadynyn tizliklerinin ugurlary belli bolsa, onda bu tizliklere
gecirilen perpendikulyarlaryn kesismesi su pursatda tizliklerin pursatdaky merkezi
bolyar.

20.13-nji surat
b) Eger tekiz figuranyn A we B iki nokadynyn tizlikleri parallel bolup, A we B
nokatlar tizliklere gecirilen bir perpendikulyarda yatyan bolsalar, onda o, , Uy
wektorlaryi uglaryndan gegirilen goni ¢yzygyn AB goni ¢yzyk bilen kesisme nokady
tizliklerin pursatdaky merkezi bolyar.

20.14-nji surat 20.15-nji surat

Bellik. Eger tekiz figuranyn A we B iki nokadynyn tizlikleri parallel bolup, A we B
nokatlar bir perpendikulyarda yatmayan bolsalar, onda figura su pursatda onie bolan
hereket edyér, yagny o = 0 (tizliklerin pursatdaky merkezi tikeniksizlikde).

20.6. Sentroidalar
Kesgitleme. Tizliklerin pursatdaky merkezlerinin figuranyn hereket edyén
tekizligindaki geometrik ornuna (egricyzyk) gozganmayan sentroida diyilyar.
Tizliklerin pursatdaky merkezlerinin figuranyn 6ziinde geometrik ornuna

------
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Hereketlenyan
sentroida

1R Gozganmayan

20.16-njy surat sentroida

Berlen pursatda sentroidalar su purasatdaky P tizlikler merkezinde galtasyarlar.

20.7.Tekiz figuranyn nokadynyn tizlenmesi.

yA ,

O 20.17-nji surat X

(20.2) denligi iki gezek differensirldlin:

Ty =Ty + Ty (20.7)
Tekiz figuranynn A nokada gord hereketinin aylanma hereketdigini goz éniinde tutup,
(20.7) denlikden alarys:

d;=a, +a (20.8)
a2 -B nokadyi A nokadyt dasyndan aylanma hereketindéki tizlenmesi, yagny

agn =ag, +ag, (20.9)
Onda (20.8) denlikden alarys:
(20.10)

20.18-nji surat
dg,-B nokadyn A nokadyn dasyndan aylanma hereketinde merkeze ymtylyan

(normal) tizlenmesi; ag, -tizlenme A nokada tarap ugrukdyrylan we
ap, =o° - AB (20.11)
ululyga de.
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dga-B nokadyn A nokadyn dasyndan aylanma hereketinde galtagsma
(tangensial) tizlenmesi; dg, L AB. Aylanma hereket tizlenende &g, wektor aylanma
tarap, hayallanda bolsa ters tarapa ugrukdyrylan we
aga :\g\ - AB (20.12)
ululyga den.

(20.10) denlik tekiz figuranyn nokatlarynyn tizlenmeleriniii paylanysyny
gOrkezyar.

dgh tizlenmani ayratyn Swrenelifi; gy = dgs +8ga

adl =\ap, +ai, = AB -Vl + 0 (20.13)

20.19-njy surat
BEF goniiburcly tigburclukdan alarys:

CEF |8 |g-AB 4

tgu (20.14)

CEB [al| ©*-AB
Bellik. Yokarda B nokat erkin saylanypdy. Diymek, nokadyn polyusyii dasyndan
aylanma hereketindéki tizlenmesinin we bu nokady polyus bilen birikdiryan kesimin

arasyndaky burg¢ su pursat ii¢cin nokada bagly dél, yagny figuranyn islendik nokady
ugin

€
u = arcty —
@
20.8. Tizlenmelerin pursatdaky merkezi.
Islendik wagt pursatynda tekiz figuranyn tizlenmesi su pursatda nola deni bolan
nokady bar. Seyle nokadyn bardygyny gorkezelin. Goy, tekiz figuranyn berlen

pursatda burg tizligi, burg tizlenmesi, seyle-de, haysy bolsa-da bir A nokadynyn
tizlenmesi belli bolsun.

20.20-nji surat
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B el . , . .
d, wektory u=arctg-— Viti burca (aylanma hereket tizlenende aylanma tarap,
w

aylanma hereket hayallanda bolsa ters tarapa) 6wiirelin we goni ¢yzyk gegirelin. Bu

A

: a :
gobni ¢yzygyn istinde uzynlygy ———=— ululyga den bolan AQ kesim alyp
Vel + ot

goyalyn. (20.8) formuladan alarys:
dy =8, +ag -
(20.13) formuladan:
a
A = AQ Vel +wt =—A et + 0t =a,.
¥ Vet + o ’

Seylelikde, éSyA' , d, wektorlar garsylykly ugrukdyrylan, ululyklary boyunga den.
Onda d, =4, +aj =0.

Tizlenmesi berlen pursatda nola den bolan nokadyn bardygy gorkezildi.
Kesgitleme. Berlen pursatda tizlenmesi nola deni bolan nokada tizlenmelerii
pursatdaky merkezi diyilyar.

Eger, polyus hokmiinde tizlenmelerin pursatdaky merkezini kabul etsek, onda
(20.8), (20.9) formulalardan alarys:

ya-da
dg =dpq + dgg (20.15)

a; =BQ-Ve? + 0 (20.16)

20.9. Kabir hususy halatlar.
a)Goy, ¢=0,w=#0 bolsun. Onda, x=0. Bu yagdayda tekiz figuranyn
nokatlarynyn tizlenmeleri bir nokada, yagny tizlenmelerin pursatdaky merkezine
ugrukdyrylan.

Bu yerden,

20.21-nji surat
b) Goy,e 0, @=0 bolsun. Onda, tgu=o0 = £ =90°. Bu vyagdayda tekiz
figuranynn nokatlarynyn tizlenmelerine gegirilen perpendikulyarlar tizlenmelerin
pursatdaky merkezinde kesisyérler.
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20.22-nji surat
Bellik. Tekiz figuranyn nokatlarynyn tizlenmeleri bu nokatlardan tizlenmelerin
pursatdaky merkezine ¢enli uzaklyklara géni proporsionaldyrlar.

20.23-nji surat

Qw8 _ 88 _  _ [0 (20.17)
MQ AQ BQ

Bir mysala seredelin.
Mysal. Radiusy R=0,5m bolan tigir gontcyzykly yolda typman hereket edyér.

C e e e . m ] ) m
Merkezinif tizligi oo =1—, tizlenmesi ac =-05——.
sek sek
M nokadyn tizligini, tizlenmesini we P nokadyn tizlenmesini tapmaly.

Cozilisi.

20.24-nji surat

P-tigirde tizliklerin pursatdaky merkezi.

Ve —w-CPop=e Vet
CP R sek
Onda
Ly =a)-MP:a)-\/§-R:>UM :ﬁﬂk
Se
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AT

dyc)

VA
Tigirin burg tizlenmesini tapalyn:

20.25-nji surat

a 1
c=p=2C-%C — -1 >
R R sek
Tizlenmelerin paylanysy boyunga:
dy =dc +ayc +ayc - (*)
Bu yerde
m
ayc =w’ -MC=0"-R=2——,
sek
. m

sek
(*) denligi X, y oklaryna proyektirlap taparys:

Ayy =ac _al?nc 2015—2=—§( m J,

2\ sek?

. m
ayy =auc = 0,5( <ok )

m
y =+/a + Ay z1,57?

Se
(20.10) formulany P nokat {i¢in ulanalyn.

Onda

20.26-nji surat

dp =dc +dpc +dpc (**)
m
apc =0’ -PC=0’ R=2——1,
sek
. m
sek

(**) denligi X, y oklaryna proyektirlap taparys:
a,=apc —ac =0,
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m
sek 2

Onda a, =ag. =2

§21. Gozganmayan bir nokady bolan jisimii hereketi.

1. Eylerin burclary. Gozganmayan bir nokady bolan jisimin hereket
denlemesi.

2. Gozganmayan bir nokady bolan jisimin hereketine geometriya nukday

nazaryndan seretmek. Eyler-Dalamberii teoremasy.

Sferik hereketdiki jisimin nokadynyn tizligi.

Aksoidler.

Sferik hereketdiki jisimin nokadynyi tizlenmesi.

B W

o1

21.1. Eylerin burclary. Gozganmayan bir nokady bolan
jisimin hereket defilemesi.
Gozganmayan bir nokady bolan jisimin hereketine seredelin. Meselem, bir
nokady sferik sarnirli berkidilen jisime garalyn.

21.1-nji surat
Bu hereketi 6wrenmek ucin koordinatalar sistemalaryny girizelif.
O-jisimiii gozganmayan nokady.

‘Xl

21.2-nji surat

Oxyz -gozganmayan koordinatalar sistemasy;
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Ox,Y,Z,-jisim bilen bagly koordinatalar sistemasy;

Xy we XY, tekizliklerin kesisme goni ¢yzygyna duwinler ¢yzygy diyilyar. ON-
diwinler ¢yzygy. Diiwiinler ¢yzygynda polozitel ugur saylap alalyn. Asakda
gorkezilen burglary girizelin:

@ —OX, ON oklaryn arasyndaky bur¢. Bu bur¢ Ox okdan ON oka tarap polozitel ugur
boyunca, yagny Oz okun oniinden seredeninde sagat dilinin hereketinin tersine alnyp
goyulyar.

w —0x;, ON oklaryn arasyndaky bur¢. Bu bur¢ Ox; okdan ON oka tarap
polozitel ugur boyunca, yagny Oz, okun oOniinden seredeniiide sagat dilinini
hereketinin tersine alnyp goyulyar.

¢ -0z, Oz, oklaryn arasyndaky bur¢. Bu bur¢ Oz okdan Oz, oka tarap
polozitel ugur boyunga, yagny ONokun oOniinden seredeninde sagat dilinin
hereketinin tersine alnyp goyulyar.

@,w,0-burclara  Eylerin  burc¢lary diyilyir we degislilikde seyle
atlandyrylyarlar:

@-hususy aylanma burgy;
w -presessiya burgy;
@ -nutasiya burgy.

Elbetde, jisimin hereket edydndigi sebdpli bu burglar wagt boyunca

uytgeyarler. yagny
0= 9(t)
v =w(t) (21.1)
0 =46(t)

olt),w(t),0(t)-iki gezek Uzniksiz differensirlenyan funksiyalar. (21.1)
denlleme gozganmayan bir nokady bolan jisimin hereket denlemesidir.

21.2. Gozganmayan bir nokady bolan jisimin hereketine geometriya nukday
nazaryndan seretmek. Eyler-Dalamberiii teoremasy.
Gozganmayan bir nokady bolan jisimii nokady merkezi gozganmayan
nokatda, radiusy nokady gozganmayan nokat bilen birikdiryan kesimin uzynlygyna
dent bolan sfera boyunga hereket edyar. Sol sebipli gozganmayan bir nokady bolan
jisimin hereketine sferik hereket diyilyér.
Eyler-Dalamberin teoremasy. Sferik hereketdiki jisimin islendik oruniiytgetmesini
gozganmayan nokatdan gecydn kabir okun dasyndan kabir burca owirmek bilen
amala agyryp bolyar.
Subudy.

21.3-nji surat
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Goy, jisim ornuny iytgeden bolsun. Seylelikde, A nokat A, nokada, A
nokadyn ornundaky B nokat B, nokada gegen bolsun. A, A , B, nokatlar merkezi O
nokatda bolan, OA radiusly sferada yatyarlar. A, A ,B; nokatlardan gegyin «
tekizlik bu sferany towerek boyunca kesyédr. Bu toweregii merkezini O; bilen
belgildlin. O,0 goni ¢yzyk « tekizlige perpendikulyar. O,0 goni ¢yzyk bilen

sferanyi kesisyan nokadyny P bilen belgilalin. AA = BB, . Seylelik bilen, jisimin
orunuytgemesini OP okun dagyndan AO,A, burca dwilrmek bilen amala asyryp

bolyar.
Teorema subut edildi.

21.3. Sferik hereketdiki jisimiin nokadynyn tizligi. Pursatdaky aylanma oky.
Goy, At wagtyn dowamynda jisimiih M nokady M; nokada gecen bolsun.
Eyler-Dalamberin teoremasy boyunga bu oruniiytgetme kdbir OP* okun dasyndan
kabir A@ burca 6wiirmek bilen amala asyrylyar.

@*-ortaca bur¢ tizliginin wektory; bu wektor OP* ok boyunca ugrukdyrylyp, onun
oniinden seredeninde A burca Owirme sagat dilinin hereketinin tersine bolup
gecmeli.
Kesgitleme. At nola ymtylanda OP* okun predel halatyna pursatdaky aylanma
oky diyilyar.
Kesgitleme. At nola ymtylanda ortaca burg tizliginin predeline jisimin pursatdaky
burg tizligi diyilyéar, yagny

. Ap

a):A"tToA_t:(p (21.2)

Elbetde, At nola ymtylanda @* wektor hem, OP okunda yatyan @ predel yagdaya
eye bolar. Bu wektoryn uzynlygy san taydan pursatdaky burg tizligine den, yagny

@] = o (21.3)
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21.5-nji surat
Jisim berlen pursatda pursatdaky aylanma okunyn dasyndan aylanyar. Jisimii
islendik M nokadynyn tizligi asakdaky formula bilen kesgitlenyér:
D=axT, (21.4)
v=w-r-sinag, v=w-h, (21.5)

bu yerde
r -M nokadyn O nokatdan gegcirilen radius-wektory;
a -1, wektorlaryn arasyndaky burg;
h —M nokatdan pursatdaky aylanma okuna cenli uzaklyk.

M nokadyn tizligi OP okun we M nokadyn {istlinden gecyéin tekizlige
perpendikulyar.

(21.4) formula sferik hereketddki jisimin nokatlarynyn tizliklerinin
paylanysyny gorkezyér.

Eger &=(w,,®,,®,), M nokady#i koordinatalary (x,y,z) bolsa, onda:

d g

i ] k
U=, 0, o, :T(wyz—wzy)+ j(@,x—w,2)+ IZ(a)Xy—a)yX) (21.6)
X 'y z

Pursatdaky aylanma okunyn nokatlarynyn koordinatalary asakdaky denileméni
kanagatlandyryar:

Oy Yy _ 0 (21.7)
X y z

Bellik. Pursatdaky aylanma okuna degisli nokatlaryn tizlikleri nola den.

21.4. Aksoidler,

Kesgitleme. Pursatdaky aylanma oklarynyn ginislikddki geometrik ornuna
Kesgitleme. Pursatdaky aylanma oklarynyn jisimdéki ornuna hereketlenyan aksoid
diyilyar.
Bellik. Pursatdaky aylanma oklarynyn gozganmayan O nokatdan gecyandikleri
sebdpli, aksoidlerin ikisi hem konus gorniislidir.

Gozganmayan we hereketlenyan aksoidler berlen pursatda pursatdaky aylanma
oky boyunca galtagyarlar. Hereketlenydn aksoid gozganmayan aksoidin istiinde
typman hereket edyaér.
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21.6-njy surat

21.5. Sferik hereketdiki jisimifi nokadynyn tizlenmesi.
Sferik hereketddki jisimin nokadynyn tizlenmesini tapmak {i¢in (21.4) denligi
differensirldlin:
A=0=OXT+OXT=EXT +DXD
& -jisimin burg tizlenmesi; umumy yagdayda, £, @ wektorlar bir okda yatmayarlar.

21.7-nji surat

Gorslimiz yaly, nokadyn tizlenmesi iki diiziijiden ybarat:
a=a,+4a, (21.8)
Bu tizlenmeleri 6wrenelin.
a, =exr (21.9)
a, -nokadyn aylanma tizlenmesi,
a,=¢-r-sinf=¢-h, (21.10)
LT we & wektorlaryn arasyndaky burg.
h,-nokatdan burg tizlenmesinin wektorynyn yatyan okuna ¢enli uzaklyk. &, -wektor
&, T wektorlara perpendikulyar bolup, onun o6niinden seredeninde & wektordan r
wektora yakyn aylaw sagat dilinin hereketinin tersine bolup gecmeli.
a,, -nokadyn oka ymtylyan tizlenmesi.
d,=0x0=dx(@xT) (21.11)
a,=w-o-rsina=w"-h (21.12)
a—T we @ wektorlaryn arasyndaky burg.

h —nokatdan pursatdaky aylanma okuna c¢enli uzaklyk.
a,,-pursatdaky aylanma okuna tarap MC kesim boyunca ugrukdyrylan.
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Eger c?):(a)x,a)y,a)z) , §:(gx,8y,gz) , Dz(ux,uy,uz) bolsa, onda:

i

d. =&y & & (21.13)
X Z
i 7 kK

d,=lo, o, o (21.14)
vy Uy U,

Bellik. (21.8) formula sferik hereketddki jisimin nokatlarynyn tizlenmelerinin
paylanysyny gorkezyar.
Bir mysala seredip gecelin.

Mysal. Emelegetirijisi | bolan tegelek esasly konus gorizontal tekizlikde typman
hereket edyar.

O-konusyil gozganmayan nokady;

O, -konusyn esasynyn merkezi; O, nokat gorizontal tekizlikde u = const tizlik bilen
hereket edyar.

A,B (diametral) nokatlaryn tizlenmelerini tapmaly. ZAOB =2«

<
i

X 21.8-nji surat

Oy okuny OA emelegetiriji boyunca ugrukdyryp, Oxyz koordinatalar
sistemasyny girizelin. Konusyn typman hereket edyanligi sebapli OA goni ¢yzyk
pursatdaky aylanma oky bolup duryar. Bu oka degisli nokatlaryn tizlikleri berlen
pursatda nola den. O, nokatdan OA oka perpendikulyar O,C kesimini gegirelin.

@-konusyn burg tizligi. Onda u=w-0O,C

Bu yerden,

__u *
= 0.0 *)
| -sin2a

(4

O,C =00, -sina=0A-cosa -sina =I-cose -sina =
O,C -ninl ululygyny (*) deiilikde ornuna goyup alarys:
2u

w=— =const
| -sin 2«
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@ wektor Oy oky boyunga ugrukdyrylan, bu wektoryii ujy bolan E nokat |@| radiusly

towerek boyunca hereket edyar. @ wektory E nokadyn radius-wektory hokminde
kabul edelin. Onda

E=d=0g .
E nokadyn tizligini kesgitlalin.

O,K — 0O, nokatdan Oz oka inderilen perpendikulyar. Bu yerden

o _u _u _utge _ U
oCOK “oc OC I-sin2a |.co?¢ |
tgax 2

u 2U 2u°

Vg = Wpocok " @ =

Seylelik bilen,

|.cos?a |-sin2a 1%2.cos?a-sin2a

2u?
.c0s% & - Sin 2cx

o=l =

& wektor Ox oky boyunca ugrukdyrylan.

A we B nokatlaryn tizlenmelerini kesgitlalin:
ZA

21.9-njy surat
A nokat pursatdaky aylanma okuna degislidigi sebdpli, a, =0.

d, tizlenme XQY tekizligine perpendikulyar.
2u°

a,=¢-OA=¢-l= B
-COS” & -SIN 2«

|
a

éA = :Z .
dg =dg +4ag
u Y\ 4u?
ag’:a)Z-BD:( : ) l-sin20 = — (**)
| -sin2a | -sin2a
dg tizlenme Oy okuna inderilen perpendikulyar boyunca ugrukdyrylan.
af —¢.OB= 2U2 = 2U2 (***)
° 12.cos’ar-sin2a  |-cos®« -sin2a
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dg tizlenme ZOY tekizlikde yatyar we OB kesime perpendikulyar. (**) , (***)
denliklerden ag ,ag ululyklary
ag = \/(ag’)z + (ag )2 +2-a2-as -cos(1800 - Za)
denlikde goyup, kabir yonekey 6zgertmelerden son asakdaky netijani alarys:
_ 2u®-cos’ 2
1-cos’a -sin2a

ag

822. Erkin gaty jisimin hereketi.

1. Erkin gaty jisimin hereketiniii defllemesi.
2. Erkin gaty jisimin hereketinin diiziijileri.
3. Erkin gaty jisimin nokadynyn tizligi.

4. Erkin gaty jisimin nokadynyn tizlenmesi.

22.1. Erkin gaty jisimin hereketinin denlemesi
Kesgitleme. Eger gaty jisim ginislikde islendik ugur boyunca ornuny Gytgedip bilyan
bolsa, onda bu jisime erkin gaty jisim diyilyar.
Erkin gaty jisimin hereketini Oxyz gozganmayan koordinatalar sistemasyna
gord owrenelin. Gozganmayan koordinatalar sistemasyndan basga, jisim bilen bagly
O;X,Y,Z, koordinatalar sistemasyny we onie bolan hereketdéki O,&7n ¢ koordinatalar

sistemalaryny girizelin. O, -jisimin erkin saylanan nokady (polyus).
AS

ZA 7
Y1

Iy

£ 4

<V

22.1-nji surat
X

O /10x, OnllOy , O /02
O, nokadyn giniglikddki yerlesisi we O,X;Y,Z, koordinatalar sistemasynyn O,&nd
koordinatalar sistemasyna gora yerlesisi belli bolsa, onda jisimin ginislikdéki orny
doly kesgitlenyar. O, nokat X, , Yo ,2Zo U¢ koordinata bilen kesgitlenyar. O,x,y,z,
koordinatalar sistemasynyn O,&7¢ koordinatalar sistemasyna goréd yerlesisi Eylerin
burclary bilen kesgitlenyar. Seylelik bilen, erkin jisimin ginislikde yerlesisi
Xo, 1 Yo, » 2o, »@» W, O alty sany parametr bilen kesgitlenyar. Jisimifi hereket edyéndigi

sebdpli bu parametrler wagta gora uytgeyarler:
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Lo, = fS(t) (22.1)

f,, f,, f3, v, 0,6 -wagta bagly iki gezek uznlksiz differensirlenyan funksiyalar.
(22.1) denlige erkin gaty jisimin hereket deflemesi diyilyar.

22.2. Erkin gaty jisimin hereketinin diiziijileri.

(22.1) denlemainin ilkinji li¢ denilemesi O, nokadyn we O,&7n¢ koordinatalar
sistemasynyn One bolan hereketini (goclrme hereket) kesgitleydr, sonky iig
denlemesi jisimin O,& ¢ koordinatalar sistemasyna gora (gorélik hereket) hereketini
kesgitleyar. O, nokat O,&7nd koordinatalar sistemasynyin gozganmayan nokadylygy
sebapli, jisimin gorélik hereketi-gozganmayan bir nokady bolan jisimin hereketidir
(sferik hereket). One bolan gogiirme hereketinin tizligi- O, nokadyn tizligi:

Vox = Xo, = f1/ (t)
Voy = Yo, = f2 (t) (22.2)

Vo = 2o, = f3/ (t)
Netije. Erkin jisimin hereketi iki hereketden duzilyar:
1) Tizligi saylanyp alnan polyusyn tizligine den 6mie bolan hereket;
2) jisimin polyusyn dasyndaky hereketi.
Bellik. Jisimin gorélik hereketi saylanyp alnan polyusyn dasyndaky hereket. Diymek,
islendik wagt pursatynda polyusdan gegydn ok tapylyp, jisim su pursatda bu okun
dasyndan  burg tizligi bilen aylanyar.

22.3. Erkin gaty jisimin nokadynyn tizligi.
Erkin jisimin A nokadyny polyus hokmiinde kabul edelii: B-jisimini kédbir nokady

22.2-nji surat

X
r -B nokadyn gozganmayan O nokatdan gegcirilen radius-wektory;
I,-A nokadyn gozganmayan O nokatdan gecirilen radius-wektory;
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I, -B nokadyn A nokatdan gegcirilen radius-wektory;
Jisimin B nokadynyn tizligi iki tizlikden diiziilyar: A nokadyn tizligi, A
nokadyn dasyndan aylanma hereketdéki tizligi:
Ug = Uy + Ugy (22.3)
ya-da
Dy =0, +@x AB (22.4)
(22.4) denlik erkin jisimin nokatlarynyn tizlikleriniii paylanysyny gorkezyér.
@ wektoryn saylanyp alnan polyusa bagly dildigini gorkezelin: Polyus hokmiinde A
nokatdan bagga A, nokady alalyn.

22.3-nji surat ) o
@,-jisimin A, nokadyn dasyndan aylanma hereketdaki bur¢ tizligi. @ = @, denligi

subut etmeli. (22.4) formuladan alarys:

Dg =Up + 0y X AB (22.5)
(22.4) we (22.5) denliklerden alarys:
Dy, + @ x AB=0, +dx AB (22.6)

A, nokadyn tizligini hem (22.4) formuladan A nokadyn tizliginin iisti bilen anladalyn:

Dy, =0p + &x AAy
Up -1 (22.6) defilikde ornuna goyup alarys:

@XE+@1XE:@XE
ya-da
E)lx@:a?x(ﬁ—m)
22.3-nji suratdan gorniisi yaly,
AB— AA = AB

Onda

&, x AB=dxAB,

(6?)1 - c?))x H?; =0.
Alnan deiilik islendik B nokat tigin yerine yetmeli. Diymek, @&, —@ =0 bolmaly. Bu
yerden: @&, = ®

22.4. Erkin gaty jisimin nokadynyn tizlenmesi.

B nokadyn tizlenmesini kesgitlemek licin (22.4) denligi differensirlalin:
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dy =Ug =0, +@x AB +@x AB (22.7)
@-gaty jisimiii A nokadyh dasynda gorilik hereketinifi burg tizlenmesi.
=&
0 ,-A nokady tizlenmesi.
Lp =dp
AB-B nokadyn A nokatdan ge¢yin pursatdaky aylanma okunyn dasyndan aylanma
hereketindaki tizligi, yagny

_— —

AB = o x AB
Onda (22.7) deinilikden alarys:
d, =, + & x AB + & x @ AB) (22.8)
Seylelik bilen, erkin gaty jisimin islendik nokadynyn tizlenmesi iki tizlenmeden

ybarat:
1. Saylanyp alnan polyusyn tizlenmesi;
2. polyusyn dagsyndan aylanma tizlenmesi.
dg =d, +dg, +ag, , (22.9)
bu yerde
di, =& AB , 4%, = dx(@x AB)
Bellik. (22.9) denlik erkin gaty jisimin nokatlarynyn tizlenmeleriniii paylanysyny
gOrkezyar.
Belli bolsy yaly, erkin jisimin islendik M nokadynyn jisimin goralik
hereketindaki tizligi asakdaky yaly kesgitlenyér:
F,=@xOM (22.10)
M

ZA

22.4-nji surat

X
Bu yerde
O, -polyus; r;-M nokadyn O, nokatdan gecirilen radius-wektory;
@-jisimin polyusdan gec¢yédn pursatdaky aylanma okunyn dasyndan aylanma burg
tizligi.
(22.10) deflikde T, wektoryi yerine i, , j,, K, ortlary goyup taparys:

—

i,=@xi,, j=dx],, K,=@xk, (22.11)
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8-nji BAP
Cylsyrymly hereket.
§23. Nokadyi cylsyrymly hereketi.

1. Nokadyn ¢ylsyrymly hereketi. Esasy diisiinjeler.

2. Tizliklerin gosulysy. Tizliklerin gosulysy baradaky teorema.
3. Tizlenmelerin gosulysy (Koriolisin teoremasy).

4. Koriolis tizlenmesinin ululygy we ugry. Hususy halatlar.

23.1. Nokadyn ¢ylsyrymly hereketi. Esasy diisiinjeler.
Goy, nokat O;x,y,z, koordinatalar sistemasyna gora hereket edip, bu

koordinatalar sistemasy gozganmayan Oxyz koordinatalar sitemasyna gora hereket
edyan bolsun.

z A

Y1

X 23.1-nji surat
Kesgitleme. Nokadyn O,x,Y,Z, koordinatalar sistemasyna gord hereketine nokadyn
goralik hereketi diyilyar; O;X,Vy,z, koordinatalar sistemasynyn hereketine gociirme
hereket diyilyar; nokadyn Oxyz koordinatalar sistemasyna gord hereketine nokadyn
absolyut hereketi ya-da ¢ylsyrymly hereketi diyilyéar.
Meselem, merkezinin dasynda aylanyan diskin radiusy boyunca hereket edyéan
nokadyn hereketi ¢ylsyrymly hereketdir.

Yo

23.2-nji surat
Kesgitleme. Nokadyn gordlik hereketinddki tizligine, tizlenmesine degislilikde
nokadyn goralik tizligi, goralik tizlenmesi diyilyér.
Olar degislilikde agsakdaky yaly belgilenyar:
U, — nokadyn gorilik tizligi;
a,— nokadyn gorilik tizlenmesi.
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Kesgitleme. Nokadyn hereketlenyan O,x,Y,z, koordinatalar sistemasynda su pursatda
eyeleydn ornunyn tizligine, tizlenmesine degislilikde nokadyn gdocirme tizligi,
gOcirme tizlenmesi diyilyar.

Olar degislilikde agsakdaky yaly belgilenyar:

U, — nokadyn gociirme tizligi;

a,— nokadyn gociirme tizlenmesi.

Kesgitleme. Nokadyn gozganmayan Oxyz koordinatalar sistemasyna gora tizligine,
tizlenmesine degislilikde nokadyn absolyut tizligi, absolyut tizlenmesi diyilyar.
Olary belgilemek Gcin adaty belgilemeler ulanylyar:

U — nokadyn absolyut tizligi;

a— nokadyn absolyut tizlenmesi.

23.2. Tizliklerin gosulysy. Tizlikleriii gosulysy baradaky teorema.
Cylsyrymly hereketdidki M nokada seredelin.

23.3-nji surat

I — M nokadyn O nokatdan gegirilen radius-wektory;
I,— M nokadyn O, nokatdan gegcirilen radius-wektory;
f'o,— Oinokadyn O nokatdan gecirilen radius-wektory.
GoOrniisi yaly,
r=r +0 (23.1)
B=X-h+YG+2-k
Nokadyi tizligini tapmak ti¢in (23.1) deiiligi differensirlalin:
O=F=Ty +X h+Y h+2 K +X h+¥ - +2-K (23.2)
Alnan denlikde sonky ii¢ gosulyjy nokadyn gorélik tizligini beryir. Nokadyn
gocurme tizligi-hereketlenyédn koordinatalar sistemasyna gora gozganmayan nokadyn
tizligi, yagny
X, =const , y, =const , z, =const
Onda (23.1) denlikden alarys:
De:r;ol+X1‘T1+Y1‘J71+Zl'k1
Seylelikde, (23.2) deiilikden taparys:
U =0, + U,

—
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Alnan deriligi teorema hokmiinde tassyklalyi.

Teorema (tizliklerini gosulysy). Nokadyn absolyut tizligi onuni gogiirme we gorélik
tizliklerinin wektorlayyn jemine den, yagny

D =0, (23.3)

23.4-nji surat

Tizligin ululygy:

v= \/Ue2 + 0! + 20,0, COS (23.4)

bu yerde o = (DeADrj

23.3. Tizlenmelerin gosulysy (Koriolisifi teoremasy).
Nokadyn tizlenmesini tapmak ii¢in (23.3) denligi differensirlélin:
d=0=0,+0, (23.5)
(23.5) denligin sag bolegmdakl gosulyjylary ayratynlykda owrenelin.

d -
u :a rol+x1 |1+y1 jl+21 k rq+X1 |1+y1 j1+Zl k + X - |1+y1 jl+Z k

Diymek,

o B -1 o, - - e
Ur:_[Xl"1+Y1’11+21'k1]:X1"1+y1‘Jl+21'k1+X1"1+Y1‘Jl+21‘k1

=3, +% - (a)><|l)+yl (c?) 7) zl-(c?)xkl):
=a’r+c?)><(>'<l-i1+y1-j1+z k) +HXD

Diymek,
O, =a +@x0, (23.7)

(23.6), (23.7) denlikleri goz oniinde tutup, (23.5) denlikden alarys:
d=a,+4a +2(&x0,) (23.8)
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(23.8) denlikdiki 2(&x0,) gosulyja, bu dizijini ilkinji gérkezen fransuz alymy
Gustaw Koriolisini hatyrasyna Koriolis tizlenmesi diyilydr. Bu tizlenméni &, bilen
belgilalin:

d, =2(&x0,) (23.9)

,’.“:"" <

De Koriolis Gaspar Gustaw (1792-1843)

Fransuz alymy. Ylmy isleri diirli mehanizmleriii hereketlenyan bdleklerini
konstruirlemek bilen bagly. Seyle-de, mehaniki is we Kkinetik energiya yaly
diisiinjeleri ilkinji girizenlerin biri.
Alnan (23.8) denligi teorema hokmiinde tassyklalyn:
Koriolisin teoremasy. Gocilirme hereket 6ne bolan hereket bolmadyk halatynda
nokadyn tizlenmesi goglirme, goralik we Koriolis tizlenmelerinin wektorlayyn jemine
den, yagny

da=4a,+a, +3a, (23.10)

23.4. Koriolis tizlenmesinin ululygy we ugry.
Koriolis tizlenmesinin ululygyny we ugruny (23.9) formuladan alarys. 23.5-nji

suratda @ , 0, wektorlaryn arasyndaky burgy (180°-dan Kigisini) @ bilen belgilalii.
Onda Kaoriolis tizlenmesinin ululygy:
a, =2w-v, -sin @ (23.11)
Koriolis tizlenmesinin ugruny kesgitlemek Gcin @ wektory hereketi
owrenilyan M nokada parallel gogtrmeli.

\

23.5-nji surat
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U, wektory @ wektora perpendikulyar bolan tekizlige proyektirlemeli we alnan

proyeksiyany @ wektory saklayan okuit dasyndan gociirme aylanmasyna tarap 90°-a

owurmeli. Alnan ugur Koriolis tizlenmesinii ugruny gorkezyar.
Hususy halatlara seredip gecelin.

l. 5, L & ,yagny 6=90°. Buyagdayda sin@ =1, onda a, =2w- v, ;
1. 5, // @ , yagny 6=0°,180°. Bu yagdayda sin@=0, onda a, =0.

Goclrme hereketi 6ne bolan hereket bolanda nokadyn tizlenmesi gogiirme we
goralik tizlenmelerin wektorlayyn jemine dendir:

a=a,+4a, (23.12)

Kabir mysallara seredip gegeliii.
Mysal. Disk, merkezinden gecyén, diskin tekizligine perpendikulyar okun dasyndan
p=nrt*(rad) defilemi layyklykda aylanyar. Diskin radiusy boyunga M nokat
S=0M :ts(sm) denlemd layyklykda hereket edyar. t =1sek wagt pursatynda M
nokadyn tizligini kesgitlemeli.
Céoziilisi.

23.6-njy surat
Nokadyn hereketi ¢cylsyrymly hereket.
U =0, + U,

L,=w-OM | w=¢p=2rt

wh;l:zzseik , OM =S(1)=1sm

Onda ue=27zik-lsm=27rs—nll. U, tizlik OM kesime perpendikulyar, diskin
Se Se

aylanyan tarapyna ugrukdyrylan.
: ) sm
Ur=S=3t ! Uf‘t:lsek: se_k
U, tizlik S ok boyunca ugrukdyrylan. M nokadyn tizliginifi ugruny tapmak tg¢in o, ,0,
tizliklerin tstiinde gonlburcgluk gurmaly. M nokadyn tizligi goniibur¢lugyn diagonaly
boyunca ugrukdyrylan.

= Jo2 107 =J(2n) +32 M 6,96 M
v=+u? + vt = (2x) + - -
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rad

Mysal. Disk diagonalynyn dasyndan @ = Zt( ‘
Se

) denlema layyklykda aylanyar.

Diskifi radiusy boyunga M nokat S =OM = 4t*(sm) defileme boyunca hereket edyar.

t =1sek wagt pursatynda M nokadyn tizlenmesini tapmaly.
Coziilisi.

23.7-nji surat

Goclrme hereketi (diskin okun dasynda aylanmasy) one bolan hereket dal. Diymek,
a=a,+4d, +a,

ya-da
a=a) +4a, +4a, +4a,
Nokadyn tizlenmesi dort diiziijiden duryar. Bu diiziijileri tapalyn:
1
n__ 2 —
a.e = O]_M ) w‘t:lsek = 2@
J3

O,M =OM -sin60° = s(1)-7= 2+/3sm,

2
aQ:KZLJ 2J3sm=8y3- "

sek sek?
a, wektor O, nokada tarap ugrukdyrylan.

1
sek 2

al =2 12 .24/3sm =430
sek sek

a, =¢-OM |, e=0=2

a, wektor ¢yzgynyn tekizligine perpendikulyar bolup, okyja tarap ugrukdyrylan.

Sm
t=lsek 8@
U, wektor S oky boyunca polozitel ugra tarap ugrukdyrylan.
Sm
sek 2

Ur=S=8t : Ur‘

a =0, =8

r r
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a, wektor S oky boyunca polozitel ugra tarap ugrukdyrylan. Burg tizliginin @
wektory O,0, goclirme aylanma oky boyunca ugrukdyrylan we onun oOniinden
seredeninde goclrme aylanmasy sagat dilinin hereketinin tersine bolup ge¢cmeli. @
wektory M nokada parallel gogiirelin.
a,=2--v, -sin60° 22l g VB _i6 il
sek sek 2 sek

d, tizlenménin ugruny yokarda getirilen diizglin boyunca taparys.

Nokadyn tizlenmesinin ululygyny tapmak ti¢in Mxyz koordinatalar sistemasyny
girizelifi.
(*) deiiligi koordinata oklaryna proyektirlap taparys:

a, =a, +a, 220\/5( sz) :
sek

0 sm
a, =a, -cos60 :4( 2) ,

sek
a, =a, -c0s30° —a =—4\/§( szj .
sek
Onda
2 2 2 2 2 2 SM sm
a=.a’+a’+a’=4(203) +4% +(- 43 ~ 35,55
JiE et [0 e (a3 w55,
§24. Gaty jisimin cylsyrymly hereketi.
1. Orie bolan hereketleriii gosulysy.

2. Otie bolan we aylanma hereketleriniii gosulysy. Hususy yagdaylar.
3. Parallel oklaryi dasynda bolup gegcyan aylanma hereketleriniii gosulysy.

Hususy yagdaylar.
4. Kesisyin oklaryn dasynda bolup gecyin aylanma hereketlerinin gosulysy.

Gaty jisimin ¢ylsyrymly hereketi diisiinjesini girizelin.
Kesgitleme. Eger jisim O,x,y,z, koordinatalar sistemasyna gora hereket edip (gorélik

hereket), bu koordinatalar sistemasy gozganmayan Oxyz koordinatalar sistemasyna
gOré hereket edyan bolsa (gocurme hereket), onda jisiminn hereketine ¢ylsyrymly
hereket diyilyar.

7 A

24.1-nji surat
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Diirli hereketlerint gosulysyna seredip gecelin.

24.1. Otie bolan hereketlerin gosulysy.

Goy, jisim O;x,y,z; koordinatalar sistemasyna gord o, tizlikli 6ne bolan
hereket edip, bu koordinatalar sistemasy hem Oxyz koordinatalar sistemasyna gora
U, tizlikli 6nie bolan hereket edyén bolsun. M—jisimin erkin nokady. §15-de getirilen,
tizliklerin gosulysy hakyndaky teorema boyung¢a M nokadyn tizligi:

U =0, +0, (24.1)
Gorilik we gogiirme hereketleriniii 6iie bolan hereketdigi sebépli:
U, =0, , Uy,=0,
Onda (24.1) deinlikden alarys:
U=0,+0, (24.2)

Netije. One bolan hereketler gosulanda, netijede tizligi gosulyan oiie bolan
hereketlerin tizliklerininn wektorlayyn jemine den bolan 6nie bolan hereket alynyar.

24.2. Oiie bolan we aylanma hereketleriniii gosulysy. Hususy yagdaylar.
Bu hereketlerin gosulysyny éwrenmek ti¢in birndge hususy yagdaylara seredip
gecelin.
a) Onie bolan hereketin tizligi aylanma okuna perpendikulyar.
Goy, jisimin O,X Y,z, koordinatalar sistemasyna gora hereketi z; okun

dasyndan @ burg tizlikli aylanma hereket bolup, O,x,Y,z, koordinatalar sistemasy @
wektora perpendikulyar U tizlikli 6nie bolan hereket edyén bolsun.

A Z1
A B
A
A(?) A Q
DI‘
O]. A
u A Y1
d
X, 24.2-nji surat

u wektor O,x, ok boyunca ugrukdyrylan. O,y, okun istiinde yerlesyén islendik A
nokadyn tizligi U goglrme we v, gorilik tizliklerinin wektorlayyn jemine den. Eger

A nokady O,A-w =u sert yerine yeter yaly, yagny O,A = Y bolar yaly saylap alsak,
@

onda A nokadyn tizligi nola denn bolar. Elbetde, bu netije O, nokadyn z; okunyn
iistiinde saylanyp alnysyna bagly dél. Diymek, O,z, okuna parallel AB goéni ¢yzygyn
ahli nokatlarynyn tizlikleri nola den. Bu yerden, jisimin absolyut hereketinde AB goni
cyzygyn pursatdaky aylanma okydygy gelip ¢ykyar. Bu aylanmanyn Q burg tizligini
kesgitldlin. O, nokadyn tizligi U den. Emma jisimin AB goni ¢yzygyn dasyndan
aylanma hereketinde O, nokadyn tizligi Q- O,A den. Bu yerden,

Q-OA=u,
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u

Q=—10
0,A

u
il (24.3)

@
Netije. @ burg tizlikli aylanma hereket we aylanma hereketinin burg tizligine
perpendikulyar U tizlikli 6ne bolan hereket gosulanda, islendik wagt pursatynda
aylanma okuna parallel bolan pursatdaky aylanma oky tapylyp, jisim su pursatda bu
okuii dasyndan aylanyar. Seylelikde, pursatdaky aylanma oky gordlik aylanma

hereketinin aylanma okundan u daslykda bolup, netijeleyji Q burg tizlik o« goralik
®

burg tizligine def.
b) Jisimin hyrly hereketi.

Goy, jisim gozganmayan z okunyn dasyndan « burg tizlikli aylanyp (goralik
hereket), bu ok boyunca U tizlikli 6nie bolan hereket edyédn bolsun (gd¢iirme hereket).
@,U wektorlar z oky boyunca ugrukdyrylan. Jisimin seyle hereketine hyrly hereket
diyilyar.

Eger @,0 wektorlar ugurdas bolsa, onda hyrly herekete sag hyr, garsylykly
ugrukdyrylan bolsa ¢ep hyr diyilyar.

! 24.3-nji surat
Kesgitleme. p=— ululyga hyrly hereketin parametri ya-da Kinematiki hyryn
0,
parametri diyilyar.
Jisimin z okun dasyndan aylanma burguny ¢ bilen, 6nie bolan hereketdéki
gecen yoluny S bilen belgildp alarys:

a):d_(p’ u=d—S (24.4)
dt dt
Bu yerden
as =p (24.5)
de

Goy, p parametr hemiselik bolsun. Onda, dS = p-d¢ denligi integrirldp
alarys:

S=p-@ , (24.6)
yagny p =const bolanda jisimini 6iie bolan hereketde gecen yoly aylanma burguna
goni proporsional.

(24.6) denlikde @ =27 goysak we bu aylanma burcuna degisli z oky boyunca
oruniiygetmani h bilen belgilap alarys:

h=p-27 (24.7)
h ululyga hyryn adimi diyilyér.

128



z aylanma okundan r aralykda yerlesydn nokadyn trayektoriyasy radiusy r
bolan tegelek silindrin iistiinde yerlesyar.

24.4-nji surat
Bu nokadyn tizligi iki diizlijiden duryar:

o™ -aylanma hereketdaki tizligi
ayl

vV =w-r,
U -One bolan hereketdéki tizligi.
oM L bolyandygy sebipli, nokadyn absolyut tizligi:
=VJu?+ 0 -r? =@y p? +r? (24.8)
¢) Oiie bolan hereketii tizligi aylanma burc tizligine perpendikulyar dal.
@ — 2, oky boyunca ugrukdyrylan, gorélik aylanma hereketinin burg tizligi;
o — oOne bolan hereketin (gocurme) tizligi G wektor bilen @ wektoryn arasyndaky

burg.
A zl

24.5-nji surat

u tizligi U;,U, duzljilere dargadalyn:
U, — z, oky boyunca ugrukdyrylan, u;, =u-cos«
U, — X, oky boyunca ugrukdyrylan, u, =u-sin «
Seredilip gecilen (a) hususy yagdaya Iayyklykda U, tizlikli 6nie bolan hereket

we @ burg tizlikli aylanma hereket, AB okun dasyndan Q=@ burg tizlikli aylanma
herekete getirilyar. Seylelikde, O,A= 2 = 43
w w

Seylelik bilen, Q burg tizlikli aylanma hereketin we Q wektora parallel G,
tizlikli 6nie bolan hereketin utgasmagyna geldik, yagny netijede
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parametrli kinematiki hyr alyndy.

24.3. Parallel oklaryi dasynda bolup gecyan aylanma hereketlerii gosulysy.
Hususy yagdaylar.
Goy, jisimin gordlik hereketi we hereketlenyén koordinatalar sistemasynyi
gociirme hereketi parallel oklaryn dasynda bolup gecyéan aylanma herketler bolsun.
Jisim O,z, okuni dagyndan w, burg tizlik bilen aylanyp (goralik hereket), ok

hem ozune parallel bolan O,z; okun dasyndan e, burc tizlik bilen aylanyan
(goclirme hereket) bolsun. Iki sany hususy halata seredip gegelin.

a) Aylanmalaryi ikisi hem bir tarapa ugrukdyrylan.

@, ,®, burg tizliklerinin wektorlaryny sekillendirelin.

D
2 A A AZ,
A A~ A
A A
[oh @,
O, C 0,

24.6-njy surat

0,0, goni ¢yzykda jisimiit C nokadyny alalyn. Bu nokadyn tizligi iki diiziijiden
duryar:

U =0, +0, (24.9)
U, , U, tizlikler gargylykly, ikisi hem O,0, goni ¢yzyga perpendikulyar.
AD,
o C 0,
\

24.7-nji surat
(24.9) denlikden: J

v=v, -0, =, -0,C —w, -CO,

C nokady w, -O,C =w, - CO,, yagny

OC _w,

CO, o
denlik yerine yeter yaly saylalyn. Onda C nokadyn tizligi nola den bolar. Seylelikde,
CD goni ¢yzyga degisli islendik nokadyn tizligi nola den, CD//Q,z; ,i=1,2.
Diymek, CD géni ¢yzyk jisim ii¢in pursatdaky aylanma oky bolup duryar. Jisimini Q
absolyut burg tizligini kesgitldlif.

(24.10)
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O, nokadyn tizligi Q-CO, ululyga den, basga tarapdan bu nokadyn tizligi
@, - 0,0, ululyga denr. Onda Q-CO, = w, - 0,0, deilikden alarys:

O- 0)1‘0102 _ a)l'(01C+COZ):a)l'olc—i_a)l‘coz :[a)l-Olc :a)Z'COZ]:

Co, CO, CO,
©,-CO,+®,-CO, (w,+a,)-CO,
= = =W, + 0,
CO, CO,
Q=w, + o, (24.11)

Netije. Iki sany parallel okun dasynda bolup gec¢yédn aylanma hereketler gosulanda,
islendik wagt pursatynda goréalik we goécirme aylanma oklaryna parallel bolan
pursatdaky aylanma oky tapylyp, jisim su pursatda bu okunl dagyndan, gordlik we
gociirme aylanmalaryin ugruna aylanyar. Absolyut burg tizlik goralik we gocirme
burg tizliklerinini jemine denl. Pursatdaky aylanma oky gordlik we gbglirme aylanma
oklarynyn arasyndaky uzaklygy i¢ki usul bilen gorélik we gociirme burg tizliklerine
ters proporsional (24.10) gatnasykda bolyér.
b) Aylanmalar dtrli taraplara ugrukdyrylan.

Goy, gorélik we gocirme aylanma hereketler dirli tarapa ugrukdyrylan bolsun.
Kesgitlilik G¢in @, > @, bolsun.

@,

o) 0, %
Q

N

v,

24.8-nji surat
Yokarda getirilen amallara mefizes amallardan sofi asakdaky netijéni alarys.
Netije. Iki sany parallel okun dasynda bolup ge¢yan, diirli tarapa ugrukdyrylan
aylanma hereketler gosulanda, islendik wagt pursatynda pursatdaky aylanma oky
tapylyp, jisim su pursatda bu okun dasyndan, burg tizligi gordlik we goclirme burg
tizliklerinin tapawudyna den burg tizikli aylanyar:
Q=w,—-w, (24.12)
Pursatdaky aylanma oky gorilik we gogiirme aylanma oklarynyni arasyndaky
uzaklygy dasky usul bilen, gorédlik we gogiirme burg tizliklerine ters proporsional
gatnagykda bolyar:
o _o (24.13)
CO, o
¢) Aylanmalar jubuti.
Goy, gorélik we gocirme aylanma hereketler dirli tarapa ugrukdyrylyp, bu
hereketlerddki burg tizlikler den bolsun, @; =®,. Bu herekete aylanmalar jubati

diyilyar.
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24.9-njy surat
M — jisimin erkin nokady;
I,—M nokadyn O, nokatdan gegcirilen radius-wektory;
I,—M nokadyn O, nokatdan gegcirilen radius-wektory;
M nokadyn tizligi iki diiziijiden duryar:

U=0, +0,
Oy =0y X1, U =0, xT,

Onda
D=y X T+ @y x Ty =0y = =@, =0, xF, + @, x B =@, x ([, - 1) =—(F, - F)x @, =
:(Fi - Fz)x @, = I:ri -h 20102]20102 X @,

5=0,0,xd, . (24.14)

Emma 0,0, x @&, wektorlayyn kdpeltmek hasyly (@,,@, ) jiibiitiii momentine defi.
Diymek:

o=ml@,, @,) (24.15)
Bu yerden:
1) M nokadyn tizliginin ululygy ®, -O,0, ululyga den, ugry boyunga (@1,@2)
jubiitin tekizligine perpendikulyar;
2) M nokadyn tizligi bu nokadyn saylanyp alnysyna bagly dil, jisimin &hli
nokatlarynyn tizlikleri su pursatda den, yagny jisimin hereketi 6fie bolan hereketdir.
Netije. Aylanmalar jubuti, tizligi (c?)l,c?)z) jubiitin momentine dent bolan 6nie bolan

hereketdir.

24.4. Kesisyin oklaryn dasynda bolup gecyin aylanma hereketlerin gosulysy.
Goy, jisim z, okun dasyndan @, burg tizligi bilen aylanyp (goralik hereket), z,

ok z, okun dasyndan w, burg tizligi bilen aylanyan (gocurme hereket) bolsun.
O -z, we z, oklaryn kesisme nokady.
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o 24.10-njy surat

@,, @, burg tizlikleriniii wektorlaryny sekillendirelin. M—jisimini erkin nokady.

O¥ 24.11-nji surat

r — M nokadyn O nokatdan gegirilen radius-wektory.
M nokadyn tizligi iki diizlijiden duryar: 0 =0, + 0, .
U;—M nokadyn gorilik tizligi;
U,—M nokadyn gociirme tizligi.
O,=@,xT , U, =@, xT

Onda:

O =@, x T, + @y x Ty =@, + @, )xT (24.14)
M nokadyn erkin saylanandygy sebépli alarys:

Jisimi nokatlarynyi tizlikleri O nokatdan gecydn okuni dagyndan Q= , + 0,
burg tizlikli aylanma hereketdaki yaly paylanyar. Diymek, Q wektoryi ugrukdyrylan
OC oky pursatdaky aylanma oky bolup duryar.

@, ,®, wektorlaryii iistinde parallelogram guraly. Q wektor bu
parallelogramyn diagonaly boyunga ugrukdyrylan. Jisimin absolyut burg tizligi:

Q= \/a)f + 05+ 20, -, -COSa (24.16)

bu yerde o =@, , @, .

Kabir mysallara seredip gegelin.

Mysal. Uzynlygy | bolan O,0, kriwosip O, nokadyn dasynda, sagat dilinin
hereketininn ugruna @ burg tizlikli aylanyar. Radiusy r bolan disk O, nokadyn
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dasyndan, sagat dilinin hereketinin ugruna « burg tizlikli aylanyar. A,B nokatlaryn
absolyut tizlikleriniii ugurlaryny we ululyklaryny kesgitlemeli.

24.12-nji surat

Coziilisi. Gordlik we goclirme burg tizliklerinin dendikleri sebadpli pursatdaky
aylanma merkezi bolan C nokat O,0, kesimin ortasynda yerlesyar, yagny

0,C =CO, :IE

Diskin absolyut burg tizligi Q=2w.Onda

2
v,=Q-CA=20 r2+(|§) —w-Var?+1> | 5, LCA

UB:Q-CB:Zw-(l—Hj , Ug LCB.
2

Mysal. Uzynlygy | bolan O,0, kriwosip O, nokadyn dasyndan o, burg tizlikli
aylanyar. Radiusy r bolan disk O, nokadyn dasyndan aylanyp, gozganmayan | tigirif
icki yizi boyunca typman hereket edyér. Diskin O, nokadyn dasyndan
aylanmasynyn gorilik o, burg tizligini, Q absolyut burg tizligini kesgitlemeli.

24.13-nji surat

Coziilisi. | tigirin gozganmayandygy sebépli C nokat disk ugin pursatdaky aylanma
merkezi bolup duryar:

Vo, = We - I (*)
basga tarapdan
Vo, =€2-T (**)
(*), (**) deniliklerden taparys:
|
Q=w, —

Bilsimiz yaly,



Q=w, -0, .
Onda
I r—I I —r

o, =0, —Q=a, —a)eF:a)e -T:—a)e e
,—  alamat gordlik aylanmasynyn gocurme aylanmasyna garsylyklydygyny
gOrkezyar.
Burg tizliklerinin wektorlaryny sekillendirelifi:

@,
0, 0, l
Q

24.14-nji surat
Mysal. Diskin O,0, gorizontal oky z okun dasyndan @, burg tizlikli aylanyar. Disk
gorizontal tekizlik boyunca typman hereket edyér. Diskin O,0, okunl dasyndan o,
gorélik burg tizligini, Q absolyut burg tizligini kesgitlemeli. Diskin radiusy r |,
0,0, =1

AZ

i i e

24.15-nji surat

A-z okun we gorizontal tekizligin kesisme nokady.
Coziilisi. Diskin typman hereket edyandigi sebéapli onun C (diskin gorizontal tekizlik
bilen galtasyan nokady) nokadynyn tizligi nola den. O,—gozganmayan nokat.

Diymek, O,C goni ¢yzyk diskin pursatdaky aylanma oky bolup duryar. Q) wektor bu
goni gyzyk boyunca ugrukdyrylan. @, , @, ,Q wektorlary guralyi.

, L O
O, o - > x
. Q r
a)e
v K E
A i« I Y C

24.16-njy surat
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O,LE ucburclukdan:

O % _ @ w12+
sina r r
12 +r?
w, =Q-CoSx "+ r |
r_ . = . =
r VIZ 4 r?
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